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Для сильно заряженной капли, подвешенной в неподвижном состоянии в суперпозиции гравитационного и

электростатического полей, найдены критические условия реализации ее неустойчивости по отношению

к собственному и индуцированному зарядам. Все расчеты проведены в четвертом порядке малости

по величине стационарной деформации сферической формы капли и первом порядке по безразмерной

амплитуде ее капиллярных осцилляций. Найдены зависимости величин критических параметров Рэлея Wcr

и Тейлора wcr от радиуса изначально сферической капли, плотности, коэффициента поверхностного

натяжения, ускорения свободного падения и от номера моды осцилляций, отличные от таковых для свободной

капли. С увеличением номера моды критическое значение параметра Рэлея растет и выходит на асимптотику

Wcr ≈ 0.95, а критическое значение параметра wcr снижается и выходит на асимптотику wcr ≈ 1/25 · 10−4.

Указанные изменения Wcr и wcr объясняются наличием условия неподвижности центра масс в подвесе,

связывающего Wcr , wcr и ускорение поля сил тяжести.
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Введение

Исследование устойчивости заряженной капли во

внешних силовых полях представляет интерес в свя-

зи с многочисленными академическими, технически-

ми и технологическими приложениями, в частности,

в связи с проблемой проверки справедливости кри-

терия Рэлея [1], который в конце позапрошлого ве-

ка теоретически вывел критерий устойчивости по от-

ношению к собственному заряду сферической капли

электропроводной несжимаемой жидкости в вакууме.

С тех пор и до наших дней неоднократно предпри-

нимаются попытки экспериментальной проверки этого

критерия (см., например, [2–10]). Чтобы эксперимен-

тально его проверить, необходимо сначала подвесить

сильно заряженную (почти до рэлеевского предела)
каплю в каком-либо бесконтактном подвесе [2–10].

А потому для ее удержания во взвешенном состоя-

нии в подвесах используются различные силовые по-

ля, деформирующие каплю и, следовательно, искажа-

ющие результаты измерения критерия неустойчиво-

сти [11].

Использование бесконтактных подвесов связано также

с современными технологиями получения высокочистых

веществ и определения физико-химических характери-

стик чистых жидкостей.

В связи со сказанным, будем исследовать устойчи-

вость осцилляций сильно заряженной капли, подвешен-

ной в неподвижном состоянии в суперпозиции гравита-

ционного и слабого электростатического полей.

Постановка задачи

Пусть имеется капля несжимаемой идеально проводя-

щей жидкости, несущая заряд Q, подвешенная в электро-

статическом подвесе, когда коллинеарные внешнее од-

нородное электростатическое поле напряженностью E0

и гравитационное поле g удерживают ее в висячем

положении. Примем, что жидкость имеет плотность ρ

и коэффициент поверхностного натяжения σ . В от-

сутствие электростатического и гравитационного полей

капля имеет сферическую форму с радиусом R.
Будем решать задачу о расчете осцилляций выше опи-

санной капли в сферической системе координат с нача-

лом в центре масс капли. Все решение будем проводить

в безразмерных переменных, в которых ρ = σ = R = 1.

Проведем расчет осцилляций сильно заряженной кап-

ли в слабом электростатическом поле, коллинеарном

гравитационному полю, когда капля имеет равновесную

форму, близкую к вытянутому вдоль электростатиче-

ского поля сфероиду [12,13], свободная поверхность

которого описывается выражением [14]

r(θ) = 1 + h(θ) ≡ 1 + a (4)
0 P0(µ) + (a (2)

2 + a (4)
2 )P2(µ)

+ a3
3P3(µ) + a (4)

4 P4(µ),

µ ≡ cos θ, (1)

где Pn(µ) — полиномы Лежандра, h(θ) — равновесное

отклонение во внешних электростатическом и гравита-

ционном полях формы капли от сферической, коэффи-

циенты a (m)
n определяют вклад различных полиномов
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Лежандра в формирование равновесной формы капли.

Верхний индекс m в a (m)
n указывает на порядок малости,

в котором он рассчитывался, по величине стационар-

ной деформации исходной сферической формы капли.

Коэффициенты a (m)
n достаточно громоздки, не имеют

прямого отношения к теме работы и приведены в [14].
Форма капли, описываемая выражением (1), с хорошей

точностью может считаться вытянутой сфероидальной.

Отклонение от сфероидальности обусловлено наличием

слагаемого a3
3P3(µ) в (1), которое имеет величину по-

рядка нескольких процентов от общей величины |h(θ)|.
Математическая формулировка задачи имеет вид

∂tu(r, t) +
(

u(r, t),∇
)

u(r, t) = −∇pin(r, t) + g;

div u(r, t) = 0; div E(r, t) = 0; (2)

r → ∞; E(r, t) → E0; r → 0; u(r, t) → 0;

r = 1 + h(θ) + ξ(θ, t) :

dF(r, t)
dt

= 0; dF(r, t) ≡ r − 1− h(θ) − ξ(θ, t);

8(r, t) = 8s ;

pE(r, t) + pin(r, t) − p0 − pσ (r, t) = 0;

pE(r, t) ≡ E2(r, t)
8π

; pσ ≡ div n(r, t);

n(r, t) ≡ ∇F(r, t)
|∇F(r, t)| . (3)

Здесь u(r, t) и pin(r, t) — поля скоростей и гидроди-

намического давления, E(r, t) — напряженность элек-

трического поля в окрестности капли, 8s — постоян-

ный электростатический потенциал поверхности капли,

ξ(θ, t) — возмущение равновесной ее формы, обязанное

своим происхождением тепловому движению молекул

жидкости [15].
Модуль обезразмеренного на R возмущения ξ(θ, t)

примем в качестве первого малого параметра ε, а модуль

обезразмеренной напряженности поля E в качестве

второго малого параметра η.

Условия сохранения объема, заряда и неподвижности

центра масс запишутся в виде

∫∫∫

V

=
4

3
π,

V ≡ {0 ≤ r ≤ 1 + h(θ) + ξ(θ, t); 0 ≤ θ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π},
∫∫

S

(

n(r, t), E(r, t)
)

dS = 4πQ,

S ≡ {r = 1 + h(θ) + ξ(θ, t); 0 ≤ θ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π},
∫∫∫

V

rdV = 0. (4)

Расчет осцилляций поверхности капли

В задаче (2) с граничными (3) и дополнительными (4)
условиями перейдем от поля скоростей в капле к полю

гидродинамического потенциала ψ(r, θ, t) и от поля

напряженности к полю электростатического потенциала

8(r, θ, t) на основе соотношений [16,17]

u(r, θ, t) = ∇ψ(r, θ, t); E(r, θ, t) = −∇8(r, θ, t). (5)

Задачу будем решать асимптотическим методом пу-

тем разложения по малым параметрам [18]: в первом

порядке малости по ε и в четвертом порядке по η.

Так как движение внутри капли обусловлено наличием

возмущения на ее поверхности, примем |ψ| ∝ |ξ | ∼ ε.

Полученные решения будем выражать через параметры

Рэлея W ≡ Q2

16πσR3 [1] и Тейлора w ≡ E2
0

R
16πσ

[19], харак-
теризующие устойчивость капли по отношению к соб-

ственному и индуцированному зарядам соответственно:

w ∼ E2
0 ∼ η2; W ∼ Q2 ∼ η0.

Следует отметить, что в принятых безразмерных

переменных параметры Рэлея и Тейлора имеют вид

W ≡ Q2

16π
и w ≡ E2

0

16π
. Из такой записи параметра Тей-

лора можно оценить величину второго малого пара-

метра η, задаваясь величинами w ∼ 10−4 (характерной
для электростатического подвеса при R ∼ 10−2 cm) и

η ∼ 0.07.

Электростатический потенциал представим в виде

разложения

8(r, θ, t) = 8(0)(r, θ) + ε8(1)(r, θ, t) + O(ε2), (6)

где 8(0)(r, θ) — электростатический потенциал в окрест-

ности капли равновесной формы (1), 8(1)(r, θ, t) —

поправка к равновесному электростатическому потен-

циалу 8(0)(r, θ), возникающая в результате теплово-

го капиллярно-волнового [15] возмущения поверхности

капли. Разобьем задачу (1)−(4) с учетом (5), (6) на

нулевой и первый порядки малости по ε.

Задача нулевого порядка малости описывает невозму-

щенную (равновесную) поверхность капли и определяет

электростатическое поле в ее окрестности, когда поверх-

ность описывается выражением (1):

18(0)(r, θ) = 0; r → ∞ : −∇8(0)(r, θ) → E0ez ;

r = 1 + h(θ) : 8(0)(r, θ) = 8s ,

∫∫

S

(

n(r, t),∇8(0)(r, θ)
)

dS = −4πQ,

S ≡ {r = 1 + h(θ); 0 ≤ θ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π}.

где ez — орт оси OZ, совпадающий по направлению с E0.
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Решая выписанную задачу, можно показать [14], что
потенциал электростатического поля в окрестности кап-

ли с точностью до слагаемых ∼ η4 будет иметь вид

8(0)(r, θ) =
4
√
πW
r

+
√
wA1 + wA2 +

√
w3A3

+ w2A4 + O(η5);

где коэффициенты A j не приведены из-за громоздкости.

Их можно найти в [14].
Задача первого порядка малости, определяющая соб-

ственно осцилляции капли, запишется в виде

18(1)(r, θ, t) = 0; 1ψ(r, θ, t) = 0; (7)

r → ∞ : 8(1)(r, θ, t) → 0; r → 0 : ψ(r, θ, t) → 0,

r = 1 + h(θ) : −∂tξ(θ, t) − ∂θh(θ)∂θψ(r, θ, t)
r2

+∂rψ(r, θ, t) = 0, (8)

8(1)(r, θ, t) + ξ(θ, t)∂r8
(0)(r, θ) = 0, (9)

p(1)
in (r, θ, t) + p(1)

EQ(θ, t) + p(1)
g (θ, t) − p(1)

σ (θ, t) = 0, (10)

p(1)
in (r, θ, t) = f 1(t)−∂tψ(r, θ, t)−g

(

ξ(0, t)−ξ(θ, t) cos θ
)

,

p(1)
EQ(θ, t) = r∂θ8

(0)(r, θ) · ∂θ8(1)(r, θ, t) + r3∂r8
(0)(r, θ)

× ∂r8
(1)(r, θ, t) +

ξ(θ, t)
4πr2

(

−
(

8(0)(r, θ)
)2

+ r∂θ8
(0)(r, θ)

× ∂r,θ8
(0)(r, θ) + r3∂r8

(0)(r, θ)∂r,r8
(0)(r, θ)

)

;

p(1)
σ (θ, t) =

1

r2
√

r2 +
(

∂θh(θ)
)2

[(

2r5 + 5r3
(

∂θh(θ)
)2

+ 2r4∂θθh(θ) − r2
(

∂θh(θ)
)2
∂θθh(θ) +

(

2r4∂θh(θ)

+ 3r2
(

∂θh(θ)
)3

+
(

∂θh(θ)
)5
)

ctg θ

)

ξ(θ, t) + r3

×
(

r2 +
(

∂θh(θ)
)2
)

∂θθξ(θ, t)+

(

r3
(

r2+
(

∂θh(θ)
)2
)

ctg θ

− 3r2
(

(

∂θh(θ)
)2

+ r∂θθh(θ)
)

∂θh(θ)

)

∂θξ(θ, t)

]

= 0.

Решения уравнений Лапласа (7), удовлетворяющие есте-

ственным граничным условиям, условиям сохранения

заряда, объема и неподвижности центра масс имеют вид:

81(r, θ, t) =

∞
∑

n=2

r−(1+n)An(t)Pn(µ); (11)

ψ(r, θ, t) =

∞
∑

n=2

rnBn(t)Pn(µ). (12)

Исходя из уравнения эквипотенциальности, возмуще-

ние на поверхности ξ(θ, t) следует искать в виде

ξ(θ, t) =

∞
∑

n=2

αn(t)Pn(µ). (13)

В (11)–(13) коэффициенты An(t), Bn(t) и αn(t) — неиз-

вестные функции времени.

Полученные проекты решений (11)–(13) подставим в

граничные условия (8), (9). В получившихся выражениях

перегруппируем слагаемые так, чтобы граничные усло-

вия представляли собой ряды по полиномам Лежандра.

Равенство нулю граничных условий (8), (9) можно

обеспечить, положив равными нулю коэффициенты при

каждом из полиномов Лежандра в силу их ортогональ-

ности. Сохраним в коэффициентах слагаемые, имеющие

величину ∼ η4 включительно. Амплитуды An(t) и Bn(t)
гидродинамического и электрического потенциалов так-

же представим в виде разложений по малому парамет-

ру η:

An(t) =

4
∑

i=0

ηi A(i)
n (t) + O(η5);

Bn(t) =

4
∑

i=0

ηi B (i)
n (t) + O(η5). (14)

В итоге, выражая с помощью (8), (9) амплитудные

коэффициенты A(i)
n (t) и A(i)

n (t) через αn(t), из динамиче-

ского граничного условия (10) получим эволюционное

уравнение для αn(t), которое имеет вид (см. [14])

∂2αn(t)
∂t2

+ ω2
nαn(t) = ηN(1)

n±1αn±1(t) + η2
(

N(2)
n±2αn±2(t)

+ N(3)
n±2

∂2αn±2(t)
∂t2

)

+ η3
(

N(4)
n±1αn±1(t) + N(5)

n±3αn±3(t)

+ N(6)
n±1

∂2αn±1(t)
∂t2

+ N(7)
n±3

∂2αn±3(t)
∂t2

)

+ η4
(

N(8)
n±2αn±2(t)

+ N(9)
n±4αn±4(t) + N(10)

n±2

∂2αn±2(t)
∂t2

+ N(11)
n±4

∂2αn±4(t)
∂t2

)

.

(15)

N(i)
n — громоздкие коэффициенты, зависящие от физико-

химических параметров задачи, здесь не приводятся;

ωn — частота, в общем случае комплексная:

ω2
n = ω2

n,0 + η2δω2
n , (16)

ω2
n,0 = n(n − 1)(2 + n − 4W ), (17)

δω2
n ≡ ω2

n,1 + η2ω2
n,2, (18)
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ω2
n,1 =

9nw
(3+2n)(2n+1)(2n−1)(1−W )

(

2− 4W + n(7− 8W ) + n2(17 − 8W ) − 3n3(7− 8W ) − n4(23− 16W ) − 2n5
)

;

ω2
n,2 =

9nw2·H(W,n)
70(2n−1)2(2n+1)2(2n−3)(2n+3)2(2n+5)(1−W )2(3−2W )(4W−5)

;

H(W, n) — весьма громоздкий коэффициент, завися-

щий только от W и n. Следует отметить, что выра-

жение (16) получено в асимптотической процедуре по

двум малым параметрам ε и η [18], что означает малость

добавки δω2
n по порядку величины по сравнению с ω2

n,0.

Как видно из эволюционного уравнения (15), в преде-

лах рассматриваемой нами точности по малым парамет-

рам ε и η, вместе с модой, возбужденной изначально,

на поверхности капли будут возбуждаться еще восемь

связанных с ней мод [14].
Решения эволюционного уравнения находятся мето-

дом последовательных приближений с точностью ∼ η4 в

виде суперпозиции косинусов (со сложными коэффици-

ентами), зависящих от частот связанных мод (см. [14]).

Неустойчивость осцилляций
заряженной капли
в электростатическом подвесе

Реализация неустойчивости осцилляций капли соот-

ветствует условиям, при которых квадрат ее частоты

принимает отрицательные значения, тем самым критиче-

ские условия определяются обращением в нуль квадрата

частоты: ω2
n = 0. Используя (16), получим уравнение,

связывающее критические значения параметров Рэлея и

Тейлора:

ω2
n,0 + η2δω2

n = 0. (19)

В выражении квадрата частоты ω2
n (16) нулевой

порядок малости по η является квадратом частоты

осцилляций сферической заряженной капли (17) в отсут-
ствие электростатического и гравитационного полей. Их

наличие приводит к появлению поправки δω2
n к частоте

осцилляций (17), приводящей к смещению условий

реализации неустойчивости.

Расчеты по (19) с учетом (17), (18) показывают,

что расчетное значение параметра Рэлея W для капли

с учетом неподвижности ее центра масс (в суперпо-

зиции гравитационного и электростатического полей)
меньше полученного Рэлеем для сферической капли

(Wcr = 1) [1,20] и составляет Wcr ≈ 0.977, что можно

объяснить наличием стационарной деформации сфери-

ческой формы.

Равновесная форма сильно заряженной капли в супер-

позиции гравитационного и однородного электростати-

ческого полей не сферична. Расчеты показывают, что она

с высокой степенью точности (см. формулу (1)) может

быть аппроксимирована вытянутым вдоль электростати-

ческого поля сфероидом. Причем такая форма капли

обеспечивается не внешним электростатическим полем,

которое может быть весьма слабым (только чтобы

обеспечить подвешивание капли и, фактически, просто

задает выделенное направление), а близким по величине

к критическому значению собственным зарядом капли.

Все расчеты (здесь и ниже при построении графиков)
проводились при n = 2 для капли жидкости плотно-

стью ρ = 1 g/cm2, радиусом R = 0.01, с коэффициентом

поверхностного натяжения σ = 73 dyn/cm в поле сил

тяжести g = 980.7 cm/s2.

На рис. 1, a представлена рассчитанная (по (19)) за-

висимость критического параметра Рэлея Wcr от номера

моды капли в условиях электростатического подвеса.

Как видно из рисунка, с увеличением номера моды кри-

тическое значение параметра Рэлея увеличивается. При-

чем с увеличением номера моды критическое значение

параметра Рэлея выходит на асимптотику Wcr ≈ 0.95.

Напомним, что критическое по Рэлею значение W для

заряженной капли в отсутствие внешних силовых полей

равно единице.

На рис. 1, b представлена зависимость критического

параметра Тейлора wcr от номера моды осцилляций

сильно заряженной капли при тех же условиях. Ситу-

ация аналогична (с точностью до наоборот), приведен-
ной на рис. 1, a: критическое значение параметра wcr

снижается с увеличением номера моды и выходит на

асимптотику wcr = 1.25 · 10−4 . Это объясняется наличи-

ем условия неподвижности центра масс: g = 12
√
wW ,

так что три параметра Wcr , wcr и g оказываются не

независимыми, а связанными. Критическое для неза-

ряженной капли во внешнем электростатическом поле

значение параметра Тейлора wcr ≈ 0.05.

На рис. 2–5 приведены зависимости Wcr и wcr от

физических параметров задачи: R, ρ, σ , g , взятых в

размерном виде. Для свободной сферической капли

указанные зависимости определяются аналитическими

выражениями:

Wcr ≡
Q2

16πσR3
= 1; wcr ≡ E2σ

16πR
= 1. (20)

В частности, зависимостей от ρ и g в (20) нет совсем.

Но при рассмотрении устойчивости заряженной капли в

электростатическом подвесе такие зависимости появля-

ются.

На рис. 2, a приведена зависимость критического па-

раметра Рэлея Wcr от ее радиуса. Видно, что с умень-

шением радиуса капли критическое значение параметра

Рэлея увеличивается и стремится к Wcr = 1.
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Рис. 1. а — зависимость критического значения параметра

Рэлея Wcr от номера моды заряженной капли, неподвижной в

электростатическом подвесе; b — зависимость критического

значения параметра Тейлора wcr от номера моды.

На рис. 2, b приведена зависимость критического зна-

чения параметра Тейлора wcr капли от радиуса капли.

Из рис. 2 видно, что зависимости Wcr и wcr от R
противоположны, но не такие, какие следовали бы

из (20).

Зависимость критического параметра Рэлея Wcr капли

от величины плотности жидкости ρ практически линей-

на, немного выпукла. Параметр Wcr убывает от 1 до 0.92

с увеличением ρ от нуля до 2.7 g/cm3. На рис. 3 представ-

лена зависимость критического параметра Тейлора wcr

капли от величины плотности жидкости. Видно, что

с ростом величины ρ, критическое значение парамет-

ра wcr увеличивается примерно по параболическому

закону. Для свободной изначально сферической капли

зависимости от ρ ни Wcr , ни wcr быть не должно.

На рис. 4, а представлена зависимость критического

параметра Рэлея Wcr капли от величины коэффициента

поверхностного натяжения. Видно, что с ростом вели-

чины коэффициента поверхностного натяжения крити-

ческое значение параметра Рэлея для капли в подвесе

увеличивается по выпуклой кривой, а не линейно, как

это следует из (20) для свободной капли.

Противоположная зависимость для параметра Тейло-

ра wcr для повешенной капли на рис. 4, b свидетельству-

ет о снижении wcr с ростом σ , тогда как, согласно (20),

для свободной капли должен наблюдаться линейный

рост wcr с ростом σ .

Расчеты показывают, что зависимость критического

значения параметра Рэлея Wcr капли в электростатиче-

ском подвесе от величины ускорения свободного паде-

ния g практически линейна. Параметр Wcr убывает от 1

до ≈ 0.97 с увеличением g от нуля до 1022 cm/g2. А вот

расчетная по (19) зависимость критического параметра

Тейлора wcr от g более сложна (рис. 5). Видно, что

с увеличением g параметр wcr растет по примерно

параболическому закону.
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Рис. 2. а — зависимость критического значения параметра

Рэлея Wcr от радиуса исходной капли; b — зависимость кри-

тического значения параметра Тейлора wcr капли от радиуса

исходной капли при аналогичных условиях.
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Рис. 3. Зависимость критического параметра Тейлора wcr

капли от плотности жидкости.
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Рис. 4. а — зависимость критического параметра Рэлея Wcr

капли от величины коэффициента поверхностного натяжения

жидкости капли; b — зависимость критического параметра

Тейлора wcr капли от величины коэффициента поверхностного

натяжения жидкости капли.
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Рис. 5. Зависимость критического параметра Тейлора wcr

капли от величины ускорения свободного падения.

Сказанное выше означает, что закономерности ре-

ализации неустойчивости свободной электропроводной

заряженной капли и капли в электростатическом подве-

се несколько различаются. Свободная капля изначально

сферична, и ее неустойчивость начинается с неустой-

чивости основной моды, когда капля вытягивается в

сфероид; поверхностный заряд, достигший критической

величины на сферической капле, становится закритиче-

ским на вершинах сфероида. При этом возбуждаются

более высокие, чем основная, моды, и капля сбрасывает

избыточный заряд путем эмиссии высокодисперсных

сильно заряженных мелких капелек. Отметим, что на-

пряженность электрического поля у поверхности кап-

ли E связана с поверхностной плотностью заряда χ

простым соотношением

E ≡ 4πχ.

Для заряженной капли, висящей в электростатиче-

ском подвесе, равновесная форма капли уже сферои-

дальна [13], причем величина экцентриситета сфероида

конечна. При приближении к критическому состоянию

эксцентриситет сфероидальной капли увеличивается, а

вместе с ним увеличивается и поверхностная плотность

заряда χ на вершинах. При потере устойчивости основ-

ной модой ее амплитуда начинает неограниченно расти,

а вместе с ней станет увеличиваться и эксцентриситет

сфероидальной капли, генерируя на вершинах сфероида

неустойчивость более высоких мод и выброс дочерних

капелек, как и отмечалось в экспериментах [2–9]. От-
метим, что, согласно проведенным в настоящей работе

расчетам, разница в критических условиях реализации

неустойчивости высоких мод уменьшается с ростом

номера моды до весьма малой величины.

В конце проведенных рассуждений следует отметить,

что равновесная форма капли в подвесе рассчитывалась

в приближении ∼ η4, а амплитуда тепловых осцилля-

ций ∼ ε. Это обстоятельство приводит к соотношению

между использованными малыми параметрами: η5 ∼ ε.

Расчеты корректны только при выполнении указанного

условия.

Заключение

Найдены критические зависимости зарядового (Рэ-
лея) и полевого (Тейлора) параметров, при которых

реализуется неустойчивость заряженной капли, непо-

движной в суперпозиции гравитационного и электро-

статического полей, от номера моды осцилляций, от

радиуса исходной сферической формы капли, плотности

жидкости, величины ее коэффициента поверхностного

натяжения и ускорения свободного падения, отличные от

аналогичных зависимостей свободной сферической кап-

ли. Обнаружено, что критические значения параметров

Релея и Тейлора для заряженной капли, подвешенной во

внешних гравитационном и электростатическом полях, с

увеличением номера моды выходят на насыщение.
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