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Рассматривается вычисление отклика на внешнее, однородное электрическое поле в расчетах электронной

структуры кристаллов с использованием базиса локализованных функций в форме псевдоатомных орбиталей.

Получены основные уравнения, учитывающие поправки на неполноту и неортогональность базиса, включая

расчeтные формулы для диэлектрического тензора и динамических зарядов. Результаты реализации предло-

женного метода вычислений обсуждаются на примере расчетов, выполненных для соединений различного
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1. Введение

Теория функционала плотности (DFT) [1,2] в сочета-

нии с теорией псевдопотенциала [3] в настоящее время

является одним из наиболее эффективных подходов для

теоретического исследования и описания свойств кри-

сталлических твердых тел. В таком варианте, благодаря

гладкому характеру одночастичных функций в области

ионного остова, для решения уравнений Кона−Шэма [2]
возможно использование базиса плоских волн (PW),
функции которого образуют полную, ортогональную

систему и по форме определяются только типом кри-

сталлической решетки. Указанные свойства базиса PW

определяют его преимущества по сравнению с другими

типами базисов, что, в частности, относится к простоте

реализации вычислений, поскольку при этом полностью

сохраняется структура формально точных уравнений как

для стандартного способа решения одночастичных урав-

нений [3], так и прямой минимизации полной энергии [4],
а также контролю точности, которая во всех случаях

определяется только размерностью базиса. При этом

преимущества базиса PW характерны не только для

расчета основного состояния, но сохраняются также при

вычислении отклика системы на изменение ее внешней

конфигурации (структура, атомный состав, силовые по-

ля). Основные принципы решения этой задачи в рамках

теории линейного отклика сформулированы в [5,6], а

также в [7,8], где, в том числе, рассмотрены и практиче-

ские аспекты реализации расчетов с PW-базисом, состав-

ляющие основу достаточно популярных программных

пакетов abinit [9] и QuantumEspresso [10].
Несмотря на отмеченные выше важные преимуще-

ства, PW-базис имеет и ряд существенных недостатков.

Прежде всего, в этом случае полноэлектронные расчеты

для реальных систем, представляющих интерес, стано-

вятся практически невозможными из-за исключитель-

но больших размерностей такого базиса. Аналогичные

трудности могут возникать и в псевдопотенциальных

расчетах, например для систем с переходными элемен-

тами, атомы которых содержат достаточно локализован-

ные состояния, которые, в силу заметного перекрывания

с состояниями внешних электронов, не могут быть

отнесены к ионному остову однозначно и без заметных

потерь качества получаемого псевдопотенциала, [11].
Решением этих и других проблем является переход

к методам расчета, использующим базис, который по

способу построения учитывает характер атомных состо-

яний: ортогонализованные плоские волны (OPW), при-
соединенные плоские волны (APW, LAPW, FP−LAPW),
muffin-tin орбитали (LMTO, FP−LMTO), линейные ком-

бинации атомных орбиталей (LCAO), смешанный базис

(LCAO+PW). Общим свойством для всех приведен-

ных базисов, помимо неполноты и неортогональности,

является зависимость от положения атомов, что, в

совокупности, приводит к существенной модификации и

усложнению методов расчета как основного состояния,

так и его отклика. Последовательное вычисление слага-

емых ряда теории возмущений

E(λ) = E(0) + λE(λ) + λ2E(λλ) + . . . , (1)

где E — энергия основного состояния, λ — внешний па-

раметр, уже в первом порядке (силы, напряжения и т. д.)
приводит к дополнительным вкладам (орбитальные силы
Пулэя) [12] в формуле Геллмана−Фейнмана [13,14],
которые, как следствие

”
2n + 1“ теоремы Вагнера (см.

напр. [7,8]), не требуют вычисления поправок волновых

или одночастичных функций выше нулевого порядка.

Поправка первого порядка в разложении

ψ(λ) = ψ(0) + λψ(λ) + . . . (2)

является необходимой для определения величины E(2),

которая, в зависимости от типа возмущения, является
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основной для расчета колебательных спектров и диэлек-

трических свойств твердых тел [6]. Методы вычисления

функций ψ(λ) как решений самосогласованного урав-

нения Штернхаймера для базиса PW рассматривались

в [5–8,15], а для базиса локализованных функций —

в [16–20]. Несмотря на различия в деталях, все отме-

ченные методы являются эквивалентными, представляя

собой, так или иначе, варианты решения (обращения)
матричного уравнения Штернхаймера, которое первона-

чально рассматривалось в рамках метода Хартри−Фока

в [21] для молекулярных систем. Интересно отметить,

что непосредственно этот подход в расчетах для пе-

риодических систем практически не используется и,

пожалуй, единственным примером является работа [20],
где вычисления в рамках теории линейного отклика

с орбитальным базисом реализованы в координатном

пространстве. Кроме того, вычисление отклика на внеш-

нее, однородное электрическое поле детально рассмат-

ривается только в работах [6–8,15] для базиса PW,

а в остальных либо ограничено достаточно кратки-

ми комментариями, либо не приводится вообще, хотя

является важной составной частью расчета тензоров

эффективных, динамических зарядов и диэлектрической

проницаемости.

Целью настоящей работы является реализация вычис-

лений функций отклика с использованием базиса лока-

лизованных функций в форме псевдоатомных орбита-

лей [22] на основе подхода [21], а также оценка точности
вычислений на примере соединений различного типа.

2. Вычисление функций отклика
с базисом локализованных функций

В рамках теории функционала плотности [1,2] одно-

частичные функции и соответствующий спектр энергий

определяются из решения уравнений Кона−Шэма [2]

Ĥψn = Enψn, (3)

где Ĥ — гамильтониан системы

Ĥ = −
1

2
∇2 + V̂i–e + V̂Hxc[ρ], (4)

и, соответственно, V̂i–e — потенциал взаимодействия

ионов (в приближении псевдопотенциала) и электронов,

V̂Hxc[ρ] = V̂H[ρ] + V̂xc[ρ] — электростатический и обменно-

корреляционный потенциалы, зависящие от электронной

плотности

ρ =
∑

n

f n|ψ|
2, (5)

где f n — числа заполнения одночастичных состояний.

Представление решений (3) в виде разложения по

базису функций ϕi (i = 1, Nb)

ψn =
∑

i

C inϕi (6)

позволяет преобразовать уравнения (3) к обобщенной

алгебраической задаче на собственные значения и век-

торы, имеющей размерность Nb × Nb

∑

j

[

Hi j − EnSi j

]

C jn = 0, (7)

с условием ортогональности

∑

i, j

C∗
imSi jC jn = δmn, (8)

где Hi j и Si j матрицы гамильтониана и перекрывания

Hi j = 〈ϕi |Ĥ|ϕ j〉, Si j = 〈ϕi |ϕ j〉. (9)

Пусть гамильтониан (4) имеет вид

Ĥ = Ĥ(0) + λĤ(λ) + . . . (10)

В этом случае все величины в (7) становятся функциями
параметра λ, и с точки зрения вычисления отклика

одночастичных функций

ψ(λ)
n =

∑

i

[

C inϕ
(λ)
i + C(λ)

in ϕi
]

, (11)

основной является задача определения величин C(λ)
in , так

как вычисление ϕ(λ) является тривиальным, поскольку

для базисных функций зависимость от λ, как правило,

известна в явной форме. Представляя все величины в

уравнении (7) в виде, аналогичном (2), и ограничиваясь

первым порядком по λ, получим уравнение

∑

j

[Hi j − EnSi j ]C
(λ)
jn

= E(λ)
n

∑

j

Si jC jn −
∑

j

[H(λ)
i j − EnS(λ)

i j ]C jn, (12)

которое является матричным аналогом уравнения Штер-

нхаймера и его решение может быть найдено с по-

мощью методов линейной алгебры. Как уже отмечено

выше, в [21] предложен несколько иной способ решения

уравнения (12), основанный на параметризации C in(λ) с

помощью выражения

C in(λ) =
∑

m

Umn(λ)C im (13)

с начальным условием, соответствующим невозмущен-

ной задаче (λ = 0),

Umn(0) = δmn, C in(0) = C in. (14)

С учетом

C(λ)
in =

∑

m

U (λ)
mn C im (15)

уравнение (12), после несложных преобразований, при-

нимает вид

[H (λ)
mn − EnS

(λ)
mn ] + [Em − En]U

(λ)
mn = E(λ)

n δmn, (16)
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где использованы обозначения

H
(λ)

mn =
∑

i j

C∗
imH(λ)

i j C jn, S
(λ)
mn =

∑

i j

C∗
imS(λ)

i j C jn. (17)

Тогда из (16) для случая m 6= n получим

U (λ)
mn =

H
(λ)

mn − EnS
(λ)
mn

En − Em
(18)

и для m = n
E(λ)

n = H
(λ)

nn − EnS
(λ)
nn , (19)

а диагональные значения U (λ)
nn можно определить из

условия (8) в первом порядке по λ как

U (λ)
nn = −

1

2
S

(λ)
nn . (20)

Заключительным шагом в случае общего типа возму-

щения λ является вычисление отклика электронной

плотности

ρ(λ) = 2
∑

n

f nψ
∗
nψ

(λ)
n , (21)

которое замыкает цикл самосогласованного решения

уравнения Штернхаймера.

3. Вычисление отклика
на однородное электрическое
поле для периодических систем

Для обобщения приведенной выше схемы вычисления

функций отклика на периодические системы необходимо

учесть несколько особенностей. Прежде всего, в си-

лу трансляционной симметрии одночастичные функции

имеют вид

ψnk(r) = eikrunk(r), (22)

где unk(r) — периодическая функция, n — номер энер-

гетической зоны, k — квазиимпульс и, таким образом,

нумеруются с помощью комбинированного индекса (nk);
соответственно, разложение ψnk по базису блоховских

функций ϕik запишется как

ψnk(r) =
∑

i

C inkϕik(r). (23)

При наложении внешнего электрического поля напря-

женности E на кристалл, гамильтониан (10) принимает

вид1

Ĥ = Ĥ(0) +
∑

α=x ,y,z

xαEα, (24)

и тогда величины, входящие в (17), с учетом независимо-

сти кинетической энергии, потенциала электрон-ионного

1 В формуле (24) и далее используются атомные единицы:

e = me = ~ = 1, En ≈ 27.211.

взаимодействия, а также базисных функций в (6) и (23)
от возмущения будут вычисляться как

H
(Eα)

mn =
∑

i, j

C∗
imk

V (Eα)
Hxc.i jC jnk + 〈umk|xα|unk〉, S

(Eα)
mn = 0,

(25)
где

V (Eα)
Hxc.i j = 〈ϕik|V

(Eα)
H + V (Eα)

xc |ϕ jk〉, (26)

V (Eα)
H (r) =

∫

ρ(Eα)(r′)

|r− r′|
dr′, (27)

V (Eα)
xc (r) =

dVxc(ρ; r)

dρ
ρ(Eα)(r) (28)

и отклик плотности2

ρ(Eα)(r) =
2

Nk

Re
∑

nk

f nku∗
nk(r)u

(Eα)
nk (r). (29)

Следует отметить, что вычисление дипольных матрич-

ных элементов 〈umk|xα|unk〉 в (25) в случае периодиче-

ских систем требует специального рассмотрения, так

как эти величины в данном случае являются плохо

определенными. В [7] приведен детальный анализ этой

проблемы и формально решение заключается в переходе

к импульсному представлению, то есть

〈umk|xα|unk〉 = i〈umk|u
(kα)
nk 〉, (30)

что требует предварительного вычисления функций

u(kα)
nk , которые также могут быть определены с исполь-

зованием общей схемы, приведенной выше и в данном

случае требующей только одного шага (18).

4. Тензоры диэлектрической
проницаемости
и эффективных зарядов

Тензор диэлектрической проницаемости, как показано

в [8], может быть вычислен как вторая производная

полной энергии кристалла (Etot) по компонентам напря-

женности электрического поля

ε∞αβ = δαβ −
4π

�0

E
(EαEβ)
tot . (31)

где �0 — объем элементарной ячейки кристалла. Первая

производная определяет электронный вклад в поляриза-

цию кристалла, и ее вычисление приводит к выражению

P(el)
α = −

i
�0Nk

∑

nk

f nk〈unk|u
(kα)
nk 〉, (32)

после повторного дифференцирования которого можно

получить, с учетом (31),

ε∞αβ = δαβ −
8πi
�0Nk

∑

nk

f nk〈u
(Eα)
nk |u

(kβ)
nk 〉. (33)

2 Символ Re в (29) и аналогичных формулах далее может быть

опущен в силу симметрии относительно обращения времени.
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Отметим, что выражение (33) совпадает с формулами,

которые получаются при точном рассмотрении, а также

для случая базиса PW [8], что в данном случае является

простым следствием независимости базисных функций

в (23) от возмущения в форме электрического поля и не

приводит, таким образом, к дополнительным поправкам.

Динамические заряды имеют смысл коэффицента про-

порциональности между изменением поляризациии на

элементарную ячейку кристалла в направлении β и

смещением атома a в направлении α, либо между

изменением силы действущей на атом a , в направле-

нии α, и изменением наложенного на кристалл внешнего

однородного электрического поля в направлении β :

Z∗
a,αβ = �0

∂Pβ

∂τa,α
=
∂Fa,α

∂Eβ
, (34)

где τa — положение атома a . Для настоящей работы

более удобным является второе определение, так как

оно позволяет вычислить эффективные заряды после

определения отклика одночастичных функций на внеш-

нее электрическое поле. Тогда, исходя из выражения для

электронного вклада в силу, действующую на атом a

F (el)
a,α =

2

Nk

∑

nk

fnk

∑

i, j

C∗
ink〈ϕ

(aα)
ik |Ĥ − Enk|ϕ jk〉C jnk

+
1

Nk

∑

nk

f nk

∑

i, j

C∗
ink〈ϕik|V

(aα)
i–e |ϕ jk〉C jnk (35)

можно получить для экранирующей части эффективного

заряда

Z∗(el)
a,αβ =

2

Nk

∑

nk

fnk

∑

i, j

C
∗(Eβ )
ink

[

H [aα]
i j − EnkS[aα]

i j + H∗[aα]
ji

− EnkS∗[aα]
ji +V (aα)

i–e,i j

]

C jnk+C∗
ink

[

V
(Eβ)[aα]
Hxc,i j −E

(Eβ)
nk S[aα]

i j

]

C jnk

+
2i
Nk

∑

nk

fnk

∑

i

C∗
ink〈ϕ

′(aα)
ik |u(kα)

nk 〉, (36)

где ϕ′
ik — периодическая часть ϕik, а также использова-

но обозначение

{. . .}
[aα]
i j = 〈ϕ

(aα)
ik | . . . |ϕ jk〉. (37)

Для определения величины полного заряда необходимо

учесть ионный вклад, и тогда

Z∗
a,αβ = Z(ion)

a δαβ + Z∗(el)
a,αβ , (38)

где Z(ion)
a — заряд ионного остова. В заключение от-

метим, что для базиса, не зависящего от положения

атомов, выражение (38) значительно упрощается и пе-

реходит в невариационное выражение, полученное в [8]
для базиса PW.

5. Результаты и обсуждение

Схема вычислений отклика на внешнее, однородное

электрическое поле, представленная выше, была реа-

лизована в настоящей работе с использованием бази-

са псевдоатомных орбиталей (PAO) [22]. Численные

значения PAO находились с помощью решения псев-

доатомных уравнений Кона−Шэма для конфигураций

основного и частично ионизированных возбужденных

состояний с использованием нелокальных, сепарабель-

ных HGH-псевдопотенциалов [23] и далее расщеплялись

как DZ−PAO (double-ζ ) для обеспечения большей ва-

риационной гибкости в расчетах электронной структуры

кристаллов. Эффекты обмена и электронных корелляций

учитывались в локальном приближении по плотности

(LDA) [24,25], электронная плотность и ее отклик вы-

числялись с помощью метода специальных точек [26].

5.1. Si

В качестве первого примера рассмотрен кристалл

кремния, который является классической системой для

проверки расчетных схем и методов. На рис. 1 пред-

ставлено распределение отклика электронной плотности

на внешнее поле, приложенное в направлении [111].
Картина поляризации заряда на связи Si−Si, а также

в окрестности атомов кремния, полученная с исполь-

зованием базиса локализованных функций, находится

в очень хорошем согласии с аналогичным распределе-

нием, вычисленным в [27], где эффект экранирования

внешнего поля определялся на основе вычисления ди-

электрической матрицы.

Результаты вычисления тензора диэлектрической про-

ницаемости представлены на рис. 2, где показана зави-

симость значений ε∞αβ от плотности k-сетки интегрирова-

ния по зоне Бриллюэна вместе c данными, полученными

с использованием программы abinit [9] с аналогичными

вычислительными параметрами (постоянная решетки,

Рис. 1. Отклик электронной плотности ρ(E) в Si: E ↑↑ 111;

сплошные/пунктирные линии соответствуют положитель-

ным/отрицательным значениям ρ(E) .

Физика твердого тела, 2019, том 61, вып. 6



Отклик на однородное электрическое поле в расчетах электронной структуры кристаллов с базисом... 1069

12

14

16

18

20

22

24

23 43 63 83

PAO

Abinit

e
¥

Number of -pointsk

Рис. 2. Сходимость диагональных компонент тензора ди-

электрической проницаемости Si в зависимости от плотности

k-сетки.
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Рис. 3. Сходимость эффективных зарядов AlAs в зависимости

от плотности k-сетки (атомные единицы).

HGH-псевдопотенциалы, LDA, энергии обрезания бази-

са PW). Как видно, результаты находятся в очень хоро-

шем взаимном согласии во всем интервале изменения

числа k-точек и для наиболее плотной сетки (8× 8× 8)
составляют соответственно 12.96 (PAO) и 13.23 (PW,

abinit).
Отметим, что в обоих случаях расчеты дают для ε∞αβ

значение, завышенное в сравнении с экспериментальной

величиной 11.7 [28], что уже обусловлено прибли-

женным характером решения многочастичной задачи в

рамках DFT.

5.2. AlAs

Арсенид алюминия является представителем полупро-

водниковых соединений типа AIIIBV и в данном случае

интересен как пробный объект для анализа корректности

реализации вычислений динамических зарядов.

В силу симметрии кристалла, а также симметрии

атомных положений, тензор эффективных зарядов яв-

ляется изотропным и имеет форму Z∗
a,αβ = ±Zδαβ . Как

и в случае кристалла кремния, вычисления для AlAs

выполнены в двух вариантах — с использованием ба-

зисов PAO и PW (abinit, [9]) для k-сеток c размерностью

от 2× 2× 2 до 8× 8× 8 и общий характер сходимости

зарядов представлен на рис. 3. Как видно, во всем ин-

тервале изменений плотности k-сеток значения зарядов

являются практически идентичными (абсолютная разни-

ца порядка 0.03), соответственно, предельные значения

составляют ±2.10 (PAO) и ±2.14 (abinit).

5.3. LiPN2

Кристалл LiPN2 принадлежит к семейству сильно

сжатых халькопиритов, для которых основные пара-

метры кристаллической структуры, такие как тетраго-

нальное сжатие и смещения анинов, заметно отличают-

ся от стандартных для этого класса соединений [29].
Для целей настоящей работы этот кристалл интере-

сен, прежде всего, как пример более сложной (восемь
атомов в элементарной ячейке) и низкосимметричной

(тетрагональная, объемно-центированная решетка, про-

странственная группа симметрии D12
2d) системы с очень

заметными различиями в характеристиках связей Li−N

и P−N. Расчеты для LiPN2 выполнены с использованием

основных структурных и вычислительных параметров,

эквивалентных работе [29]; исключение составляют тип

псевдопотенциалов и базиса: HGH [23] и PAO вместо

ультрамягких псевдопотенциалов [30] и базиса PW [10].
На рис. 4 приведено распределение отклика электрон-

ной плотности для поля, приложенного вдоль связей

Li−N и N−P (атомы азота расположены на небольшом

удалении от изображенной на рисунках (a) и (b) плос-

кости, и по этой причине характер распределений ρ(E)

для указанных направлений не является абсолютно

эквивалентым). Как видно, при наложении поля возни-

кает характерная картина электронной поляризации с
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Рис. 4. Отклик электронной плотности ρ(E) в LiPN2 :

E ↑↑ Li–N (a); E ↑↑ N–P (b).

преимущественной локализацией дипольных распреде-

лений в окрестности атомов азота, которые в структуре

LiPN2, таким образом, играют роль анионов, а заметные

отличия в пространственной протяженности ρ(E) вдоль

направлений Li−N и N−P указывают, в свою очередь,

на различный характер химической связи для указанных

пар атомов.

Качественные выводы, приведенные выше, находятся

в полном согласии с аналогичными выводами [29],
полученными на основе анализа эффективных зарядов

Таблица 1. Значения компонент тензора диэлектрической

проницаемости ε∞αβ для кристалла LiPN2 вдоль оси z (ε∞‖ )
и перпендикулярно ей (ε∞⊥ )

Компонента Базис PAO Базис PW, [29]

ε∞‖ 4.37 4.43

ε∞⊥ 4.17 4.18

Таблица 2. Значения эффективных зарядов Борна Z∗
a,αβ

для кристалла LiPN2 (атомные единицы)

Атом Базис PAO Базис PW, [29]

Z∗
Li,αβ

(

1.06 0.05 0.00

−0.05 1.06 0.00

0.00 0.00 1.01

) (

1.02 0.05 0.00

−0.05 1.02 0.00

0.00 0.00 1.03

)

Z∗
P,αβ

(

3.79 −0.83 0.00

0.83 3.79 0.00

0.00 0.00 4.00

) (

3.78 −0.83 0.00

0.83 3.78 0.00

0.00 0.00 4.03

)

Z∗
N1,αβ

(

−1.94 0.00 0.00

0.00 −2.91 −0.95

0.00 −0.97 −2.51

) (

−1.91 0.00 0.00

0.00 −2.92 −0.97

0.00 −0.98 −2.54

)

в LiPN2, которые, включая также тензор диэлектриче-

ской проницаемости, приведены в табл. 1, 2 вместе с

результатами настоящей работы. Как видно, значения

Z∗
a,αβ и ε∞αβ находятся в очень хорошем количественном

согласии с результатами [29], различия лежат в пределах
нескольких процентов, что, как и ранее, следует связать

с использованием базиса локализованных функций.

6. Заключение

В настоящей работе в рамках теории возмущений для

функционала плотности сформулирована схема расчета

отклика кристаллов на внешнее, однородное электри-

ческое поле с использованием базиса локализованных

функций в форме псевдоатомных орбиталей. Расчеты,

выполненные для различных по типу соединений, по-

казывают общую корректность реализованного подхода,

а также достаточную гибкость базиса PAO для коли-

чественных оценок важных характеристик кристалличе-

ских систем.
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