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В рамках метода функционала плотности предложен простой метод определения зависимости работы

выхода электронов и удельной поверхностной энергии металла от относительной концентрации внутренних

вакансий cv . Сохраняя стиль модели стабильного желе, в одномерный функционал в качестве
”
zero-point

energy“ вводится рассчитанный вначале объемный сдвиг дна зоны проводимости ε(0)
∝ cv в конкретном

однородном металле. С использованием величины cv в качестве малого параметра, найдены линейные

поправки к указанным величинам. При этом коэффициенты разложения выражаются через характеристики

бездефектного металла. Вычисления для Na и Al проведены методом Кона−Шема. В термодинамическом

пределе построены температурные зависимости характеристик Al.
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1. Введение

Характеристики металла чувствительны к наличию

дефектов [1–3]. Влияние тепловых вакансий на удельное

сопротивление ρ металла определяется из эксперимен-

тов по остаточному сопротивлению. Полагая аддитив-

ными вклады в рассеяние электронов на различных де-

фектах малых концентраций (правило Маттиссена) [1],
и основываясь на термодинамическом определении кон-

центрации вакансий, зависимость электрического сопро-

тивления от концентрации вакансий можно представить

в виде

ρ(cv) = ρ0(1 + αρcv), (1)

где ρ0 — значение сопротивления при комнатной темпе-

ратуре. Используя известные величины ρ0 = 4.70 · 10−8

и 2.82 · 10−8 � ·m [2], имеем интервалы эксперимен-

тальных значений коэффициента αρ = 40−44 и 39−100

для Na и Al соответственно. Зависимость (1) наряду с

температурной зависимостью сопротивления наиболее

интересна вблизи точки плавления, где понятие вакан-

сии еще является вполне определенным для кристалли-

ческого состояния, а концентрации вакансий максималь-

ны. После плавления, по-видимому, следует говорить

о
”
квазивакансиях“, концентрация которых продолжает

увеличиваться с ростом температуры [4].

Вакансия в металле для электронов представляет

собой потенциальный
”
бугор“, а для позитронов —

яму. Расчеты фаз рассеяния электронных волн на мо-

новакансии в различных приближениях проводились

неоднократно. В частности, методом Кона−Шема в

модели стабильного желе нами также найдены фазы

рассеяния электронов на уединенной вакансии [5]. Это
дало возможность оценить вакансионный вклад в элек-

трическое сопротивление: αρ = 39 и 29 для Na и Al

соответственно.

Рассчитанные фазы рассеяния позволяют определить

также смещения дна зон проводимости ε(0) электро-

нов [5] и позитронов [6], обусловленные наличием

системы некоррелированных и упорядоченных в сверхъ-

решетку вакансий в однородном металле (без учета по-

верхности). Величину ε(0) можно охарактеризовать как

начало отсчета энергии электронов в дефектном метал-

ле. В [7,8] предложен подход, в котором дополнительно

учитывается решение вариационной задачи для неодно-

родного металла с однородным объемом пониженной

плотности вследствие наличия вакансий. На основании

интуитивных соображений эффективная работа выхода

электронов Weff из металла представлялась в виде суммы

Weff = W + δW bulk
v , (2)

где W — рассчитываемая методом функционала плотно-

сти характеристика, состоящая из объемной компоненты

и поверхностного дипольного барьера, а

δW bulk
v = −ε(0).

По измерениям температурной зависимости работы

выхода электронов, поверхностной энергии металла и

энергии образования вакансии зависимости вида (1)
для этих величин до сих пор не приводились. Зави-

симость именно от величины cv дает информацию о

взаимодействии вакансий, а также представляет интерес

для неравновесных ситуаций. В ранних экспериментах

с металлическими системами [9] наблюдалось самопро-

извольное упорядочивание вакансий, что явно указыва-

ет на проявление корреляций между ними. Например,

для простой кубической сверхрешетки и концентраций

cv ≥ 10−3 каждая из вакансий испытывает существен-

ное воздействие со стороны поля
”
хвостов“ фриделев-

ских осцилляций электронной плотности от ближай-

ших вакансий-соседей [5]. В кластерах-многогранниках с
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числом атомов N ≥ 100 при поверхностном плавлении

(предплавлении) наблюдается диффузия вакансий вдоль

ребер [10,11], а с повышением температуры возможна

также диффузия поверхностных вакансий в объем [12].
Наличие даже одной внутренней вакансии при N = 100

приводит к аномально высокому значению cv = 10−2,

а сам кластер становится вакансионной элементарной

ячейкой.

Целью данной работы является адаптация популяр-

ной модели стабильного желе [13,14]) бездефектного

металла для металла, содержащего вакансии, а также

обоснование и построение последовательной процедуры

нахождения вакансионной зависимости вида (1) для

работы выхода электронов и поверхностной энергии,

сохраняя при этом стиль модели стабильного желе.

2. Бездефектный металл

В модели стабильного желе (SJ) энергия большого

сферического бездефектного металлического кластера,

содержащего N атомов и находящегося в вакууме,

записывается в виде функционала неоднородной элек-

тронной концентрации n(r):

EN [n(r)] =
e
2

∫
drφ(r)

[
n(r) − n+(r)

]
+ GN

[
n(r)

]

− ε̃

∫
dr n+(r) + 〈δv〉WS

∫
dr θ(r − RN)n(r), (3)

где e — единичный положительный заряд, φ(x) —

электростатический потенциал в модели обычного же-

ле (J) [15]; распределение отрицательных n(r) и поло-

жительных

n+(r) = nθ(r − RN) (4)

зарядов является одномерным; θ(x) =
= {1, x ≤ 0; 0, x > 0} — единичная ступенчатая функ-

ция Хевисайда,

n =

(
4

3
πr3s

)
−1

(5)

— концентрация электронов в объеме. Здесь r s —

среднее расстояние между электронами однородного

(бездефектного) металла, а радиус кластера в капельной

модели (Liquid Drop Model)

RN = N1/3r0, (6)

где r0 = Z1/3r s — радиус ячейки Вигнера−Зейтца, Z —

валентность металла.

В выражении (3) функционалу полной энергии EN [n]
соответствует энергия ε = εJ + εM + ωR , приходящая-

ся на один электрон, а универсальному функциона-

лу GN [n] — энергия обычного желе εJ, равная сум-

ме кинетической (εt) и обменно-корреляционной (εxc)
энергий [16]; ε̃ = 3Ze2/5r0 — энергия самоотталкива-

ния положительно заряженного фона в каждой ячейке

Вигнера−Зейтца

〈δv〉WS = ε̃ + εM + ωR (7)

— разница между псевдопотенциалом ионной решетки

и электростатическим потенциалом положительно заря-

женного фона, усредненная по объему ячейки

εM = −9Ze2/10r0 (8)

— средняя энергия Маделунга или электростатическая

энергия системы точечных ионов, погруженных в одно-

родный отрицательно заряженный фон концентрации n;

ωR = 2πe2nr2c (9)

— средняя величина некулоновской части псевдопотен-

циала Ашкрофта, rc — радиус кора [13]. Величина rc

находится из условия

P = 0 (10)

для давления P в металле при RN → ∞ и равновесных

(экспериментальных) значениях r0s (см. табл. 1 в [25]).
Здесь и далее чертой сверху обозначены значения ве-

личин в объеме однородного металла. Все характеристи-

ки бездефектного кластера определяются в результате

минимизации одномерного функционала (3).
Входными данными модели являются r s и Z. Напом-

ним, что величина 〈δv〉WS сильно отличается для различ-

ных металлов. Например, 〈δv〉WS = −0.06 и −2.49 eV

для Na и Al соответственно.

3. Внутренние вакансии в металле

Руководствуясь механизмом
”
выдувания“ вакансий,

будем считать, что число атомов в образце не зависит

от наличия вакансий; концентрация атомов в межвакан-

сионном объеме такая же, как и в отсутствии вакан-

сий [7,8], а вакансии распределены в виде сверхрешетки.

Энергия сферы, содержащей N атомов, а также Nv

вакансий,
”
центры“ которых определяются радиус-

векторами Ri , записывается в виде функционала

EN,v [n(r)] =
e
2

∫
drφ(r,Ri)[n(r,Ri) − n+(r,Ri)]

+ G[n(r,Ri)] − ε̃

∫
dr n+(r,Ri)

+ 〈δv〉WS

∫
dr [θ(r − RN,v) − θ(|r − Ri | − r0)]n(r,Ri ),

(11)
i = 1, 2 . . . , Nv .

Радиус сферы RN,v > Ri определяется из условия

4

3
πR3

N,v = (N + Nv)
4

3
πr30;

RN,v = RN (1 + cv)
1/3

, cv = Nv/N ≪ 1. (12)

Сохраняя стиль модели SJ, пространственное распре-

деление зарядов в выражении (11), соответствующее

дефектному кластеру, можно записать в виде

n+(r,Ri) = nθ(r − RN,v) + δn+(r − Ri),
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δn+(r,Ri) = −nθ(|r − Ri | − r0),

n(r,Ri) = n(r − RN,v) + δn(r− Ri). (13)

Только для вакансии, находящейся в центре сферы,

распределение электронов является не трехмерным, а

одномерным δn = δn(|r− Ri |). Распределение зарядов

удовлетворяет условиям нормировок

∫
dr n(r − RN,v) = Z (N + Nv) ,

∫
dr δn(r− Ri) =

∫
dr δn+(r− Ri )

= −
4

3
πr30nNv = −ZNv . (14)

В отличие от функционала (3), функционал (11) яв-

ляется трехмерным, что делает численное решение

оптимизационной задачи весьма трудоемким.

4. Однородный псевдометалл

При построении функционала SJ в [13] использова-

но усреднение электрон-ионного псевдопотенциального

взаимодействия по обычной ячейке Вигнера−Зейтца

радиусом r0 (приближение среднего поля). Поступим

аналогично и в случае наличия вакансий.

Вакансионный вклад представим в виде суммы

ε(0) = T0 + 〈δveff,v〉v , (15)

где T0 — энергия основного состояния электрона в

сверхячейке радиуса

Rv = r0c−1/3
v ,

вычисляемая в приближении потенциала нулевого ра-

диуса, а 〈δveff,v〉v — усредненный по объему такой

ячейки вклад потенциальной энергии от электрон-

вакансионного потенциала (рис. 1) [5]. Теперь величи-

на ε(0) может быть включена в функционал наряду со

стабилизационным потенциалом 〈δv〉WS.

В соответствии с этим заменим (11) функционалом с

одномерными распределениями зарядов, как и в выраже-

нии (3):

EN,v [n(r)] =
e
2

∫
drφ(r)[n(r) − n+(r)] + G[n(r)]

− ε̃

∫
dr n+(r) +

[
〈δv〉WS + ε(0)

] ∫
dr θ(r − RN,v)n(r).

(16)

Для функционала (16) можно предложить аббревиатуру

”
SJ+ v“.
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Рис. 1. Профиль ионной решетки с приповерхностной вакан-

сией и энергетическая диаграмма электронов.

Выражения (3) и (4) отличаются не только наличием

”
zero-point energy“ ε(0) в (16), но также и средней

плотностью вещества в металле при одном и том

же N (сравнить (6) и (12)). Входными данными модели

SJ + v (16) являются r s , Z и cv (ε(0) ∝ cv). Для такого

псевдометалла величина радиуса кора псевдопотенциа-

ла rc должна быть зависящей от cv .

Для полубесконечного металла [RN,v, N → ∞; ось

x = r − RN,v перпендикулярна поверхности раздела ме-

талл (x ≤ 0) — вакуум (x > 0)] равновесный профиль

электронов n(x) находится в результате совместного ре-

шения системы уравнений Кона−Шема с эффективным

потенциалом (рис. 1)

veff(x) = eφ(x) + vxc(x) +
[
〈δv〉WS + ε(0)

]
θ(x) (17)

и уравнения Пуассона.

В соответствии с (12) и условием электронейтрально-

сти для такого псевдометалла концентрация зарядов в

объеме металла
”
в среднем“ понижена. При x → −∞

n(x) → n = n+ =
Z na

1 + cv

, (18)

где na — концентрация атомов (ионов).
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Рассчитанные методом Кона−Шема величины для бездефектного металла — составляющие формул (29)−(32), а также

”
вакансионные“ коэффициенты αW и ασ

Металл r0
s , a0 W 0 , eV

1W
1n n 0, eV

ε(0)

cv
, eV αW σ 0, erg/cm2 1σ

1n n 0, erg/cm2 ασ

Na 3.99 2.93 0.63 4.10 −1.61 171 169 −3.77

Al 2.07 4.30 0.56 13.3 −3.22 926 592 −9.77

После того как вычислены точные профили распреде-

лений электронов и потенциалов рассчитывается работа

выхода

W = −veff − εF, εF =
~
2

2m

(
3π2n

)2/3
(19)

и удельная поверхностная энергия

σ = σJ +
[
〈δv〉WS + ε(0)

] ∫ 0

−∞

dx [n(x) − n], (20)

где σJ — функционал, соответствующий обычному желе,

содержащий кинетическую, обменно-корреляционную

энергию и электростатическую компоненту. В этот

функционал следует подставлять точные электрон-

ные профили, соответствующие минимуму функциона-

ла (16).
Можно предложить аналитический метод решение

задачи, не выполняя непосредственно минимизацию

функционала (16).

5. Аналитический подход

В соответствии с теорией возмущения, когда нали-

чие вакансий рассматривается как малое возмущение,

ограничиваясь приближением среднего поля, достаточ-

но воспользоваться результатом минимизации функ-

ционала (3) и профилями электронов и потенциалов

бездефектного металла. Применение такой процедуры

справедливо при вычислении только линейных по cv

поправок к его характеристикам.

Представим n+ и n в виде

n+(cv) = n0
+ + n1

+cv + O(c2
v),

n(cv) = n0 + n1cv + O(c2
v), (21)

где n0 — концентрация электронов бездефектного ме-

талла [совпадает с (5)].
Из разложения по малым cv в (18), используя (21),

получим тривиальные равенства

n0
+ = n0,

n1
+ = n1 = −n0. (22)

В псевдопотенциальном описании металла предста-

вим также

rc(cv) = r0c + r1c cv, (23)

где r0c соответствует бездефектному металлу. Величи-

ну r1c несложно определить из уравнения для внутрен-

него давления в металле P = −n2dε/dn. Разложим P по

степеням cv

P(cv) = P0 +

[
∂P0

∂n0
n1 +

∂P0

∂n0
+

n1
+ +

∂P0

∂r0c
r1c

]
cv + O(c2

v),

(24)
где n1, n1

+ определяются (22). Используя условие отсут-

ствия металлического пара P0 = 0,

P(cv) = 0, (25)

определение объемного модуля сжатия B , а также выра-

жения
dP
dna

=
∂P
∂n

dn
dna

+
∂P
∂n+

dn+

dna
=

B
n
,

получаем

∂P0

∂r0c
r1c = B0. (26)

С другой стороны, используя (9), имеем

∂P
∂rc

= −4πe2n2rc , (27)

что приводит к

r1c =
−B0

4πe2(n0)2r0c
. (28)

Для Al r1c ≈ −0.05 a0, где a0 — боровский радиус.

Неравенство rc(cv) < r0c можно прокомментировать

следующим образом. Появление вакансий, а затем по-

следующее усреднение плотности вещества приводит к

уменьшению внутреннего давления в псевдометалле, ко-

торый становится как бы разреженным. Давление стано-

вится отрицательным (P(cv) < P0 = 0) и псевдометалл

теряет стабильность. В соответствии с (27) давление

можно повысить, уменьшив радиус кора. Следовательно,

условие (25) выполняется только при отрицательных

значениях r1c .
Аналогично сопротивлению (21) представим работу

выхода электронов и поверхностную энергию металла,

содержащего вакансии, в виде

W = W 0 + W 1cv ≡ W 0(1 + αW cv),

σ = σ 0 + σ 1cv ≡ σ 0(1 + ασ cv), (29)

где αW = W 1/W 0 и ασ = σ 1/σ 0. Далее, выполняя разло-

жение в (19) по малым n1cv и используя (22), имеем
для поправки к работе выхода

W 1cv = −
dW 0

dn0
n0cv − ε(0). (30)
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Аналогично, для поверхностной энергии (20), получим

σ 0 = σ 0
J + 〈δv〉

0
WS

∫ 0

−∞

dx [n0(x) − n0], (31)

σ 1cv = −
dσ 0

dn0
n0cv + ε(0)

∫ 0

−∞

dx [n0(x) − n0]. (32)

Выражения (30)−(32) представляют собой результат

последовательного нахождения вакансионной зависимо-

сти работы выхода и поверхностной энергии в рамках

модели SJ + v.

6. Вычисления

В таблице приведены рассчитанные характеристики

бездефектного металла и коэффициенты первых вакан-

сионных поправок αW и ασ для Na и Al. В форму-

лах (30) и (32) производные рассчитывались численно

для функционала (3) в виде отношения изменений 1W
и 1σ к малым отрицательным по величине 1n при

cv = 0. Таким образом вычисления проводились дважды:

для r0s (реального металла) и для значения r s (псевдо-
металла) немного больше r0s . Полагая, что r1c cv ≪ r0c ,
зависимость rc(cv) не учитывалась. Несмотря на это,

знаки производных в таблице отражают как эффект

теплового расширения, так и упругой механической

деформации металла [17–21], приводящих к понижению

в среднем плотности атомов [W и σ уменьшаются с

увеличением r s (или уменьшением n0)].
Разработанный подход является более простым и

прозрачным для анализа, чем основанный на правилах

сумм и изложенный в [7,8]. Он дает возможность непо-

средственно работать в версии Кона−Шема, вычислять

соответствующие производные в (30) и (32), не исполь-

зуя при этом градиентное разложение функционала и

манипуляции с правилами сумм [7,8].

7. Равновесные вакансии

Задавая температуру T и применяя выражения

cv(T ) = 1.69 exp(−εv/kBT ),

r s (T ) = r0s
[
1 + λ(T − T 0) + cv/3

]
(33)

для определения n0(T ) (5), на рис. 2 построены темпе-

ратурные зависимости

ρ(T ) = ρ0
[
1 + β(T − T 0) + αρcv

]
, (34)

W (T ) = W 0

[
1 +

dW
dT

(T − T 0) + αW cv

]
, (35)

σ (T ) = σ 0

[
1 +

dσ
dT

(T − T 0) + ασ cv

]
, (36)

где λ = 24 · 10−6 K−1 и β = 4.3 · 10−3 K−1 — экспе-

риментальные значения температурных коэффициентов

линейного расширения и электрического сопротивле-

ния, энергии образования вакансии εv = 0.66 eV [2], а

также расчетное значение коэффициента αρ = 29 из [5]
для Al.
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Рис. 2. Рассчитанные для Al по формулам (34)−(36) темпера-
турные зависимости: удельного сопротивления ρ (с αρ = 29

из [5]) (а), работы выхода электронов W (b) и удельной

поверхностной энергии σ (c). Точкам (эксперимент [2]) со-

ответствует значение αρ = 100 в (34). Штриховые линии —

линейные температурные зависимости [в формулах коэффици-

енты αρ,W,σ = 0].
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В формулах (35) и (36) производные рассчитыва-

лись, с использованием (33) в виде отношения измене-

ний 1W 0 и 1σ 0 к малым положительным по величине

1T при cv = 0 и rc = rc(T ). Рассчитанные величины

имеют спадающую температурную зависимость. Несмот-

ря на достаточно слабые изменения работы выхода на

рис. 2, b, ее поведение вполне может быть отслежено

экспериментально [22,23].

Величины ε(0) в (30), (32) и значение αρ в (34) вычис-

лены в рамках одной теории [5]. Поскольку значение αρ

оказалось заниженным примерно в три раза по сравне-

нию с экспериментом (точки на рис. 2, а), можно пред-

положить, что и расчетные значения коэффициентов αW

и ασ на рис. 2, b и 2, c также занижены. Руководствуясь

этим можно ожидать, что в экспериментах вакансионные

зависимости работы выхода и поверхностной энергии

будут проявляться гораздо более значительно, чем пред-

ставленные на рис. 2.

В результате предложенного подхода вакансионный

вклад в работу выхода и поверхностную энергию вы-

ражается только через характеристики бездефектного

металла. Очевидно, что при поиске вакансионных по-

правок, линейных по cv , функционал (16) соответствует

приближению среднего поля, характерного для
”
желе-

образных“ моделей. Идея вакансионной сверхрешетки

предполагает наличие межвакансионных корреляций, ко-

торые в данной работе не учитывались. Их учет требует

дополнительных исследований.
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