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Построено приближение Релея для многослойных частиц, границы слоев которых являются несофокус-

ными сфероидами. Максимальный учет геометрии задачи достигнут за счет представления потенциалов

полей внутри неконфокальных оболочек в виде разложений по сфероидальным гармоникам в разных

системах, где поверхности слоев являются координатными. Для сшивки двух разложений внутри каждого

слоя использованы полученные авторами соотношения между сфероидальными гармониками уравнения

Лапласа в системах с разными фокусными расстояниями. Методы расширенных граничных условий

(ЕВСМ) и разделения переменных (SVM) оказались эквивалентными, поскольку привели к одинаковым

результатам. Поляризуемость частицы и, следовательно, характеристики рассеянного излучения записаны

через бесконечномерные матрицы, элементы которых определяются либо явным образом, либо в виде

конечных сумм. В частных случаях софокусных сфероидов данное решение полностью согласуется с

известными результатами.
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Введение

Анализ рассеяния света неоднородными несфериче-

скими телами требуется во многих прикладных задачах в

самых разных областях науки и техники [1–6]. Во многих

случаях неоднородность частицы можно рассматривать

в виде многослойности. При данном предположении

наиболее простой и интересной моделью неоднородной

несферической частицы служит многослойный сфероид.

В настоящий момент для задач рассеяния электро-

магнитного излучения однородными и многослойными

конфокальными (софокусными) сфероидами, в частно-

сти сильно вытянутыми или сильно сплюснутыми, сле-

дует применять решение Фарафонова и Вощиннико-

ва [7–10], использующее сфероидальный базис, в мак-

симальной степени учитывающий геометрию задачи.

Многослойные неконфокальные сфероиды, у которых

оболочки имеют разные фокусы, рассматриваются в

работах [11,12]. Во многих случаях, например в нано-

оптике [4], размеры рассеивателей много меньше длины

волны излучения. Здесь следует рассматривать задачу

рассеяния в приближении Релея, которое базируется на

решении соответствующей электростатической задачи.

Подобные задачи проще волновых, в частности известны

решения классических задач для однородного [2,3], со-
фокусного двухслойного [1] и многослойного эллипсои-

дов [13]. Однако для частиц других форм явных решений

не существует [14].

В настоящей статье рассматривается приближение

Релея для многослойных частиц, границы слоев кото-

рой являются несофокусными сфероидами с единым

центром и осью симметрии. Сначала формулируется

дифференциальная и интегральная постановки задачи,

при этом поля описываются с помощью потенциалов,

удовлетворяющих уравнению Лапласа. Особенность на-

шего подхода заключается в том, что потенциалы внутри

оболочек представляются в виде разложений по сфе-

роидальным гармоникам в разных системах координат.

Геометрия задачи учитывается максимально, так как

поверхности слоев являются координатными в этих

системах. Еще один оригинальный момент предлагае-

мого алгоритма решения задачи состоит в том, что

сшивка двух разложений внутри каждого слоя осуществ-

ляется с помощью полученных авторами соотношений

между сфероидальными гармониками уравнения Лапла-

са в системах с разными фокусными расстояниями.

Применение методов расширенных граничных условий

(ЕВСМ) и разделения переменных (SVM) приводит к

одинаковым результатам, что указывает на их эквива-

лентность. Окончательное решение задачи записывается

через бесконечномерные матрицы, элементы которых

определяются либо явным образом, либо в виде конеч-

ных сумм. В частных случаях софокусных сфероидов

данное решение полностью согласуется с известными

результатами.
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1. Постановка задачи

1.1. Основные соотношения

При решении проблемы рассеяния электромагнитного

излучения малыми телами в рамках приближения Релея

поляризуемость частицы α вводится через дипольный

момент, индуцированный внешним полем E0 [1]:

p = αE0, (1)

при этом она имеет размерность объема. В общем

случае поляризуемость является тензором, который в

случае осесимметричных частиц становится диагональ-

ным для трех взаимно перпендикулярных направлений

напряженности электрического поля:

p = αx Ex ix + αy Ey iy + αz Ez iz . (2)

Сечения поглощения и рассеяния определяются через

волновое число среды вне частицы k1 и поляризуемость

частицы, а именно [1]

Cabs = 4π k1 Im (l2 αx + m2 αy + n2 αz ), (3)

Csca =
8

3
π k4

1|α|
2, (4)

где

|α|2 = l2 |αx |
2 + m2 |αy |

2 + n2 |αz |
2, (5)

а l, m, n - направляющие косинусы вектора E0 относи-

тельно трех главных осей тензора поляризуемости (для
осесимметричных частиц αx = αy ).
Для определения поляризуемости рассмотрим элек-

тростатическую задачу, которая решается с помощью

скалярных потенциалов 8, связанных с напряженностью

электрического поля E следующим образом [2,3]:

E = −∇8. (6)

Для двухслойной частицы потенциалы будут иметь два

индекса — 8
j
i , где j = 1, 2, 3 соответственно для поля

вне частицы, внутри оболочки и ядра. Нижний индекс

принимает два значения i = 1, 2 соответственно для

регулярной части, не имеющей особенностей в начале

координат, и иррегулярной части, которая убывает на

бесконечности и имеет особенность в начале координат.

Поля вне частицы описываются суммой потенциалов:

81 = 81
1 + 81

2, (7)

где 81
1 соответствует внешнему полю, а второе сла-

гаемое 81
2 —

”
рассеянному“ полю, т. е. полю, воз-

никающему из-за наличия частицы. Именно это поле

представляет основной интерес при решении электро-

статической задачи, так как его дипольная составляющая

используется для построения релеевского приближения.

Потенциал поля внутри оболочки содержит оба слага-

емые:

82 = 82
1 + 82

2. (8)

И наконец, поле внутри ядра не имеет особенностей в

начале координат, поэтому описывается только первым

слагаемым:

83 = 83
1. (9)

Из уравнений Максвелла для электростатических полей

следует, что они должны удовлетворять уравнению Ла-

пласа

18
j
i = 0. (10)

Граничные условия на поверхностях раздела сред за-

ключаются в непрерывности тангенциальных составля-

ющих напряженностей электрических полей и нормаль-

ных составляющих векторов электрической индукции

D = εE, и их можно записать, используя скалярные

потенциалы, следующим образом [2,3]:

8
j
1 + 8

j
2 = 8

j+1
1 + 8

j+1
2 ,

∂(8 j
1
+8 j

1
)

∂n j
= ε j+1

∂(8 j+1

1
+8 j+1

2
)

∂n j
,


r∈S j

(11)

где j = 1, 2, при этом ∂
∂n j

— производные вдоль внешних

нормалей к поверхностям частицы S1 и ядра S2. Кроме

того, ε j+1 — относительная диэлектрическая проницае-

мость для среды в ( j + 1)-й оболочке по сравнению со

средой в j-й оболочке.

Наряду с постановкой задачи в дифференциальной

форме (10), (11) ее можно сформулировать в виде си-

стемы поверхностных интегральных уравнений [15]:

(ε j+1−1)

∫
S j

{
∂(8 j+1

1 (r ′) + 8
j+1
2 (r ′))

∂n ′
G(r, r ′)

}
ds ′

=

{
8

j
1(r) − 8

j+1
1 (r), r ∈ D j ,

−8 j
2(r) + 8

j+1
2 (r), r ∈ −R3 \ D̄ j .

(12)
Заметим, что уравнения (12) являются аналогами инте-

гральных поверхностных уравнений, возникающих при

применении метода расширенных граничных условий

(EBCM) для волновых задач (см., например, [16]). Здесь
дополнительные упрощения имеют место из-за отсут-

ствия в качестве параметра волнового числа среды и, как

следствие, появления единой функции Грина для всех

сред – в ядре, оболочках и вне частицы:

G(r, r ′) =
1

4π|r− r ′|
, (13)

где r, r′ — радиусы-векторы точек наблюдения и

интегрирования.

Важную роль играет коммутативность оператора T ,
соответствующего электростатической задаче, и опера-

тора Tϕ = ∂
∂ϕ
. Если воспользоваться интегральной фор-

мулировкой задачи (12), то вместо оператора T можно

рассматривать оператор

T̃ E =

∫
S

{
∂82

1(r
′)

∂n ′
G(r, r ′)

}
ds ′. (14)
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T̃ Tϕ = Tϕ T̃ (15)

легко доказывается интегрированием по частям по пере-

менной ϕ′ (в сферической или сфероидальной системах

координат) в левой части этого уравнения. При этом

следует учесть независимость от азимутального угла

функции r = r(θ), описывающей поверхность осесим-

метричной частицы, и метрических коэффициентов со-

ответствующих систем координат, а также соотношение
∂G(r,r′)
∂ϕ′

= − ∂G(r,r′)
∂ϕ

. Отметим, что внеинтегральные чле-

ны, возникающие при интегрировании по частям, равны

нулю в силу 2π-периодичности по переменной ϕ′ всех

функций, входящих в интегралы (14).

1.2. Сфероидальные гармоники

С целью наибольшего учета геометрии задачи для

двухслойной неконфокальной частицы ниже будут ис-

пользоваться две сфероидальные системы координат

(ξ1, η1, ϕ) и (ξ2, η2, ϕ). Будем считать, что как и сама

частица, системы имеют общую ось вращения и центр

(начало координат), но разные фокусы, что приводит к

общему для систем азимутальному углу ϕ. Связь любой

сфероидальной системы координат с декартовой систе-

мой (x , y, z ), ось z которой совпадает с осью симметрии

частицы, можно записать следующим образом [17]:

x =
di

2

[
(ξ2i − f i)(1− η2i )

]1/2
cosϕ,

y =
di

2

[
(ξ2i − f i)(1− η2i )

]1/2
sinϕ,

z =
di

2
ξi ηi , (16)

где di — фокусное расстояние. Параметр f i = 1 для вы-

тянутых сфероидальных координат, при этом ξi ∈ [1,∞),
ηi ∈ [−1, 1] и ϕ ∈ [0, 2π) и f i = −1 для сплюсну-

тых сфероидальных координат, при этом ξi ∈ [0,∞),
ηi ∈ [−1, 1] и ϕ ∈ [0, 2π). Координатными поверхностя-

ми в сфероидальной системе являются вытянутые или

сплюснутые софокусные сфероиды и двуполостные или

однополостные гиперболоиды соответственно. Отметим,

что вытянутые сфероидальные координаты возникают

при вращении вокруг большой оси софокусных эллипсов

и гипербол, а сплюснутые — при вращении вокруг

малой оси этих фигур.

Ниже будет использоваться общая сферическая си-

стема координат (r, θ, ϕ), которая связана с декартовой

системой (x , y, z ) стандартным образом:x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ.

(17)

Уравнение Лапласа (10) для потенциалов может быть

решено разделением переменных как в сферической

системе (17), так и в вытянутой или сплюснутой сфе-

роидальных системах (16). Соответствующие гармоники

имеют вид [2] в сферической системе:

9
(1)
ml (r)

9
(3)
ml (r)

=
r l

1
2l+1

r−(l+1)
ψml(θ, ϕ),

ψml(θ, ϕ) =
ψmle(θ, ϕ)

ψmlo(θ, ϕ)
= P̄m

l (cos θ)

√
2− δ0m
2π

cosmϕ

sinmϕ,
(18)

в вытянутой сфероидальной системе:

9
(1)
ml (r)

9
(3)
ml (r)

=
9

(1)
ml (ξ, η, ϕ)

9
(3)
ml (ξ, η, ϕ)

=
( d
2
)l Pm

l (ξ)

(l−m)!
(l+m)! ( d

2
)−(l+1)Qm

l (ξ)
ψml(η, ϕ),

ψml(η, ϕ) =
ψmle(η, ϕ)

ψmlo(η, ϕ)
= P̄m

l (η)

√
2− δ0m
2π

cosmϕ

sinmϕ,
(19)

в сплюснутой сфероидальной системе:

9
(1)
ml (r)

9
(3)
ml (r)

=
9

(1)
ml (ξ, η, ϕ)

9
(3)
ml (ξ, η, ϕ)

=
(−id

2
)l Pm

l (iξ)

(l−m)!
(l+m)! (−id

2
)−(l+1)Qm

l (iξ)
ψml(η, ϕ),

ψml(η, ϕ) =
ψmle(η, ϕ)

ψmlo(η, ϕ)
= P̄m

l (η)

√
2− δ0m
2π

cosmϕ

sinmϕ,
(20)

где n ≥ m ≥ 0 – неотрицательные целые числа, символ

Кронеккера δ0m = 1 или 0, когда m = 0 и m 6= 0 соот-

ветственно, Pm
l (η) – присоединенные функции Лежандра

1-го рода,

P̄m
l (η) =

√
(2l + 1)

2

(l − m)!

(l + m)!
Pm

l (η) = N−1
ml Pm

l (η) (21)

— соответствующие нормированные функции. Угловые

функции ψml образуют полную ортонормированную си-

стему в пространстве L2(�) с квадратичной метрикой:

2π∫
0

1∫
−1

ψmn(η, ϕ)ψµν(η, ϕ) dηdϕ = δµm δνn , (22)

т. е. на поверхности любого координатного сферои-

да �. Сферические угловые функции (18) также об-

разуют полную ортонормированную систему в про-

странстве L2(�) с квадратичной метрикой (22) на

поверхности любой координатной сферы при замене

η −→ cos θ.
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Для функций, зависящих от угловой координаты η,

вторые линейно независимые решения Qm
l (η) не рас-

сматриваются, так как они имеют особенности при

η = ±1 и не подходят по физическим соображениям,

но они появляются для функций, зависящих от ради-

альных координат, поскольку убывают на бесконечно-

сти и имеют особенность на фокусном отрезке или

круге.

Отметим, что при переходе от вытянутых сфероидаль-

ных функций к сплюснутым для получения необходимых

соотношений в приведенных выше формулах нужно

сделать замену ξ → i ξ, d → −i d .
Разложение функции Грина (13) для уравнения Лапла-

са в вытянутой системе координат имеет вид [2]

G(r, r′) =
1

4π |r− r ′|

=
1

2π

2

d

∞∑
m=0

∞∑
l=m

(2− δm
0 )

(l − m)!

(l + m)!
Pm

l (ξ<)Qm
l (ξ>)

× P̄m
l (η)P̄m

l (η′) cosm(ϕ − ϕ′)

=

∞∑
m=0

∞∑
l=m

9
(1)
ml (r<) 9

(3)
ml (r>), (23)

где ξ< = min(ξ, ξ ′), ξ> = max(ξ, ξ ′).

В случае сплюснутых сфероидальных координат

для получения необходимых соотношений в при-

веденных выше формулах нужно сделать замену

ξ → i ξ, d → −i d . В результате в формуле для функции

Грина появится мнимая единица.

1.3. Связь между сфероидальными

гармониками

Соотношения между вытянутыми сфероидальными и

сферическими гармониками, содержащими радиальные

функции 1-го и 2-го порядков, были приведены в рабо-

тах [18,19]:

Pm
n (ξ)Pm

n (η) =
(n + m)!

(n − m)!

n∑
l=m

′

(−1)
n−l
2

×
(n + l − 1)!!

(n − l)!!(l + m)!

(
r

d/2

)l

Pm
l (cos θ), (24)(

r
d/2

)n

Pm
n (cos θ)

= (n + m)!

n∑
l=m

′ 2l + 1

(n − l)!!(n + l + 1)!!

(l − m)!

(l + m)!
Pm

l (ξ)Pm
l (η)

(25)

и

Qm
n (ξ)Pm

n (η) = (−1)m (n + m)!

(n − m)!

∞∑
l=n

′ (l − m)!

(l − n)!!(n + l + 1)!!

×

(
d/2

r

)l+1

Pm
l (cos θ), r > d/2, (26)(

d/2
r

)n+1

Pm
n (cos θ) =

(−1)m

(n − m)!

∞∑
l=m

′

(−1)
l−n
2

×
(2l + 1)(n + l − 1)!!

(l − n)!!

(l − m)!

(l + m)!
Qm

l (ξ)Pm
l (η), (27)

где штрих над знаком суммы означает, что суммирова-

ние ведется по индексам l, четность которых совпадает

с четностью индекса n.
Исходя из этих формул можно найти соотношения,

связывающие сфероидальные гармоники в двух разных

сфероидальных системах координат:

P̄m
n (ξ1)P̄

m
n (η1) =

2n + 1

2

n∑
l=m

′

(−1)
n−l
2

(n + l − 1)!!

(n − l)!!

×

(
d
d1

)l l∑
s=m

′ 2

(l − s)!!(l + s + 1)!!
P̄m

s (ξ2)P̄
m
s (η2), (28)

Q̄m
n (ξ1)P̄

m
n (η1) =

2n + 1

2

∞∑
l=n

′ 1

(n − l)!!(n + l + 1)!!

×

(
d1

d

)l+1 ∞∑
s=l

′

(−1)
s−l
2
2(l + s − 1)!!

(s − l)!!
Q̄m

s (ξ2)P̄
m
s (η2).

(29)
Меняя порядок суммирования, получим

P̄m
n (ξ1)P̄

m
n (η1) =

2n + 1

2

n∑
s=m

′

×

( n∑
l=s

′ 2(−1)
n−l
2 (n + l − 1)!!

(n−l)!!(l −s)!!(l+s +1)!!

(
d2

d1

)l)
P̄m

s (ξ2)P̄
m
s (η2),

(30)

Q̄m
n (ξ1)P̄

m
n (η1) =

2n + 1

2

∞∑
s=n

′

×

( s∑
l=n

′ 2(−1)
s−l
2 (s + l − 1)!!

(l − n)!!(s − l)!!(l + n + 1)!!

(
d1

d2

)l+1)
× Q̄m

s (ξ2)P̄
m
s (η2). (31)

Введем обозначения для коэффициентов разложе-

ний (30), (31)

δ̃(1)
ns (d1, d2) =

2n + 1

2

×

n∑
l=s

′ 2(−1)
n−l
2 (n + l − 1)!!

(n − l)!!(l − s)!!(l + s + 1)!!

(
d2

d1

)l

, n ≥ s ,

(32)
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δ̃(3)
ns (d1, d2) =

2n + 1

2

×

s∑
l=n

′ 2(−1)
s−l
2 (s + l − 1)!!

(l − n)!!(s − l)!!(l + n + 1)!!

(
d1

d2

)l+1

, n ≤ s .

(33)
При других соотношениях между индексами n и s
соответствующие коэффициенты равны нулю. Отметим,

что коэффициенты (32), (33) представляются в виде

конечных сумм. В случае d1 = d2 обе сфероидальные

системы сливаются в одну, а приведенные выше коэф-

фициенты переходят в символы Кронеккера

δ̃(i)
ns (d1, d1) = δn

s . (34)

Таким образом, матрицы 1̃(i)(d1,d2)={δ̃
(i)
ns(d1,d2)}

∞

n,s=m

являются нижнетреугольными (δ̃
(1)
ns (d1, d2)=0 при n< s)

и верхнетреугольными (δ̃
(3)
ns (d1, d2) = 0 при n > s)

соответственно.

Если совершить переход от первой системы ко второй,

а затем снова к первой системе, то получим соотноше-

ние

1̃(i)(d1, d2) 1̃
(i)(d2, d1) = I, (35)

где I — единичная матрица. Из этого равенства следует,

что для получения обратной матрицы достаточно поме-

нять местами параметры, от которых она зависит:(
1̃(i)(d1, d2)

)−1

= 1̃(i)(d2, d1). (36)

Из приведенных выше соотношений можно получить

формулы для базисных функций:

9(1)
mn(ξ1, η1, ϕ) =

n∑
s=m

′

δ(1)
ns (d1, d2) 9

(1)
ms (ξ2, η2, ϕ), (37)

9(3)
mn(ξ1, η1, ϕ) =

∞∑
s=n

′

δ(3)
ns (d1, d2) 9

(3)
ms (ξ2, η2, ϕ), (38)

где

δ(1)
ns (d1, d2) =

((
d1

2

)n

Nmn

)
δ̃(3)

ns (d1, d2)

((
d2

2

)s

Nmn

)−1

,

(39)

δ(3)
ns (d1, d2) =

((
d1

2

)−(n+1)

Nmn
(n − m)!

(n + m)!

)
δ̃(3)

ns (d1, d2)

×

((
d2

2

)−(s+1)

Nms
(s − m)!

(s + m)!

)−1

.

(40)
Введем векторы базисных функций 9i(ξ, η, ϕ) =

={9
(i)
mn(ξ,η,ϕ)} иматрицы 1(i)(d1,d2)={δ

(i)
ns (d1,d2)}

∞

n,s=m.

Теперь соотношения между базисными функциями в

разных системах можно записать в матричном виде:

9i(ξ1, η1, ϕ) = 1(i)(d1, d2) 9
i(ξ2, η2, ϕ). (41)

Отметим, что свойства матриц 1(i)(d1, d2) аналогичны

свойствам исходных матриц 1̃(i)(d1, d2), в частности,

они являются треугольными и для них справедливы

соотношения (34)–(36). Полученные выше результаты

могут быть полезными при рассмотрении аналогичных

соотношений между волновыми сфероидальными гармо-

никами в разных системах координат [20].

1.4. Разложения скалярных потенциалов
по сфероидальным гармоникам

Перейдем к построению решения рассматриваемой

электростатической задачи с использованием двух сфе-

роидальных систем. Основная идея заключается в том,

чтобы в окрестности внешней границы частицы по-

тенциалы полей представлять в виде разложений по

сфероидальным гармоникам первой системы, а в окрест-

ности внутренней границы с ядром потенциалы полей

представлять в виде аналогичных разложений, но по

сфероидальным гармоникам второй системы. Наличие

связи (37), (38) между этими гармониками позволяет

наиболее просто провести сшивку данных разложений

одних и тех же потенциалов внутри оболочки частицы.

Уравнение поверхности частицы S1 в первой сферои-

дальной системе имеет вид

ξ1 = ξ01 . (42)

Разложения потенциалов полей в окрестности этой по-

верхности с учетом их поведения в начале координат и

на бесконечности можно записать следующим образом в

случае потенциалов для внешнего поля:

81
1 =

∞∑
m=0

∞∑
l=m

a (1)
ml 9

(1)
ml (ξ1, η1, ϕ). (43)

С учетом осевой симметрии частицы можно рассмат-

ривать только два случая ориентации внешнего поля.

Предположим, что единичное внешнее поле направлено

вдоль ее оси вращения:

E0 = iz . (44)

Соответствующий скалярный потенциал имеет вид

81
1 = −z = −

d
2
ξη = −

√
2

3

d
2

P1(ξ)P̄1(η)

= −a (1)
01 9

(1)
01 (ξ1, η1, ϕ), (45)

при этом коэффициент

a (1)
01 = −

√
4π

3
, (46)

в то время как все остальные коэффициенты равны нулю.

Во втором случае единичное внешнее поле перпенди-

кулярно оси симметрии частицы:

E0 = ix , (47)
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при этом соответствующий потенциал записывается сле-

дующим образом:

81
1 = −x = −

d
2

[
(ξ2 − f )(1− η2)

]1/2
cosϕ

= −

√
4

3

d
2

P1
1(ξ)P̄

1
1(η) cosϕ = a (1)

11 9
(1)
11 (ξ1, η1, ϕ).

(48)
Итак, разложение (43) содержит одно слагаемое, при

этом отличен от нуля коэффициент

a (1)
11 = −

√
4

3
. (49)

Разложение
”
рассеянного“ поля записывается следую-

щим образом:

81
2 =

∞∑
m=0

∞∑
l=m

b (1)
ml 9

(3)
ml (ξ1, η1, ϕ). (50)

Регулярный и иррегулярный потенциалы в оболочке в

окрестности поверхности частицы могут быть представ-

лены в виде разложений по базисным функциям первой

сфероидальной системы:

82
1

82
2

=

∞∑
m=0

∞∑
l=m

a (2)
1, ml 9

(1)
ml (ξ1, η1, ϕ)

b (2)
1, ml 9

(3)
ml (ξ1, η1, ϕ).

(51)

Заметим, что подобная запись справедлива также и для

потенциалов внешнего и
”
рассеянного“ излучений.

Уравнение поверхности ядра частицы S2 во второй

сфероидальной системе имеет вид

ξ2 = ξ02 . (52)

Потенциалы полей в оболочке в окрестности поверхно-

сти ядра частицы могут быть представлены в виде раз-

ложений по базисным функциям второй сфероидальной

системы:

82
1

82
2

=

∞∑
m=0

∞∑
l=m

a (2)
2, ml 9

(1)
ml (ξ2, η2, ϕ)

b (2)
2, ml 9

(3)
ml (ξ2, η2, ϕ).

(53)

Наконец, потенциал поля внутри ядра имеет вид

83
1 =

∞∑
m=0

∞∑
l=m

a (3)
ml 9

(1)
ml (ξ2, η2, ϕ). (54)

Коммутативность операторов T и T̃ для осесим-

метричных несофокусных сфероидальных частиц (15)
означает, что электростатическая задача для них реша-

ется независимо для каждого слагаемого разложений

потенциалов 8 в ряды Фурье по азимутальному углу ϕ,

т. е. в этом случае имеет место разделение относительно

переменной ϕ. В силу этого в случае вертикальной ори-

ентации внешнего поля следует рассматривать только

члены с индексом m = 0 (45), а при горизонтальной

ориентации — только члены с индексом m = 1 (48).
Отметим, что в разложениях потенциалов появились бы

функции sinmϕ вместо cosmϕ при рассмотрении внеш-

него поля, направленного вдоль оси y . Здесь результаты

получаются точно такие же, как и во втором случае, в

силу осевой симметрии исходной задачи.

Проведем сшивку разложений (51) и (52), используе-
мых внутри оболочки:

∞∑
n=m

a (2)
1,mn 9

(1)
mn(ξ1, η1, ϕ)

b (2)
1, mn 9

(3)
mn(ξ1, η1, ϕ)

=

∞∑
l=m

a (2)
2, ml 9

(1)
ml (ξ2, η2, ϕ)

b (2)
2, ml 9

(3)
ml (ξ2, η2, ϕ).

(55)

Базисные функции в правых частях этих соотношений

запишем через базисные функции, используемые в ле-

вых частях:

∞∑
n=m

a (2)
1,mn 9

(1)
mn(ξ1, η1, ϕ)

b (2)
1, mn 9

(3)
mn(ξ1, η1, ϕ)

=

∞∑
l=m

a (2)
2,ml

(
l∑

n=m

′

δ
(1)
ln (d2, d1) 9

(1)
mn(ξ1, η1, ϕ)

)
b (2)
2, ml

(
∞∑
n=l

′

δ
(3)
ln (d2, d1) 9

(3)
mn(ξ1, η1, ϕ)

)
.

(56)

Изменяя порядок суммирования в правых частях этих

равенств, получим

∞∑
n=m

a (2)
1, mn 9

(1)
mn(ξ1, η1, ϕ)

b (2)
1, mn 9

(3)
mn(ξ1, η1, ϕ)

=
∞∑

n=m

(
∞∑
l=n

′

δ
(1)
ln (d2, d1) a (2)

2, ml

)
9

(1)
mn(ξ1, η1, ϕ)(

n∑
l=m

′

δ
(3)
ln (d2, d1) b (2)

2, ml

)
9

(3)
mn(ξ1, η1, ϕ).

(57)

В силу линейной независимости базисных функций

имеем

a (2)
1, mn

b (2)
1, mn

=

∞∑
l=m

′
δ

(1)
ln (d2, d1) a (2)

2, ml

δ
(3)
ln (d2, d1) b (2)

2, ml .
(58)

Напомним, что матрицы 1( j) являются треугольны-

ми (32), (33). В соотношении (58) появляются транс-

понированные матрицы 1( j) T (d2, d1) В матричном виде

формулу (58) можно записать в видеa
(2)
1

b
(2)
1

 =

(
1(1) T (d2, d1) 0

0 1(3) T (d2, d1)

)a
(2)
2

b
(2)
2

 .

(59)
Ниже эти соотношения будут использоваться при по-

строении решения рассматриваемой задачи.

1.5. Формула для поляризуемости частицы

Связь между
”
рассеянным“ полем и внешним полям

описывается T -матрицей, связывающей коэффициенты
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разложений соответствующих потенциалов:

a (1) = T b (1), (60)

где введены векторы коэффициентов a (1) = {a (1)
ml } и

b (1) = {b (1)
ml }.

Важную роль играет поведение радиальных функций

в начале координат и на бесконечности. Из приведен-

ных выше соотношений ясно, что радиальные функции

Pm
l (ξ) обеспечивают конечность потенциалов регуляр-

ных полей, включая внешнее и внутреннее поля в ядре.

Радиальные функции Qm
l (ξ) обеспечивают убывание к

нулю потенциала
”
рассеянного“ поля на бесконечности.

Более того, при ξ −→ ∞ радиальные функции 2-го рода

убывают как Qm
l (ξ) −→ ξ−(l+1). В частности, нетрудно

найти поведение функций, соответствующих дипольной

составляющей:

Q1(ξ) −→
1

3ξ2
, Q1

1(ξ) −→
2

3ξ2
. (61)

В дальней зоне (при r −→ ∞ и, следовательно,

ξ −→ ∞, ξd/2 −→ r, η −→ cos θ) потенциалы
”
рассеян-

ного“ поля для вертикальной ориентации внешнего поля

имеют вид

81
2 = −b (1)

01

cos θ

3r2

√
3

4π
= −

cos θ

3r2
b1
01

a1
01

, (62)

а идеального вертикально ориентированного диполя [1]

8dip = −α
cos θ

4πr2
(63)

соответственно. Сравнивая данные соотношения, полу-

чим формулу для поляризуемости

αz =
4π

3

b (1)
01

a (1)
01

=
4π

3
T11, (64)

где T11 — соответствующий элемент T -матрицы. При го-

ризонтальной ориентации внешнего поля соответствен-

но имеем

αx = αy =
4π

3

b (1)
11

a (1)
11

=
4π

3
T11. (65)

Здесь было учтено поведение соответствующих ди-

польных составляющих потенциалов на бесконечно-

сти (19), (61).

2. Решение электростатической
задачи

Данные выше представления полей удовлетворяют

уравнениям Максвелла и условиям на бесконечности,

а неизвестные коэффициенты разложений можно найти

из граничных условий (11) или интегральных уравне-

ний (12). В первом случае применяется метод разделе-

ния переменных (SVM), а во втором — метод расши-

ренных граничных условий (EBCM). Покажем, что они

для рассматриваемой задачи эквивалентны, т. е. приводят

к одним и тем же бесконечным системам линейных

алгебраических уравнений (БСЛАУ) для определения

неизвестных коэффициентов.

Сначала рассмотрим метод EBCM. Для алгебраизации

интегральных уравнений на поверхности частицы под-

ставим в них разложения потенциалов и функции Грина

в первой сфероидальной системе. Систему для опре-

деления неизвестных коэффициентов можно записать в

матричном виде:

a (1) = A(1)
31 a

(2)
1 + A(1)

33 b
(2)
1 ,

b (1) = A(1)
11 a

(2)
1 + A(1)

13 b
(2)
1 .

(66)

Аналогично для алгебраизации граничных условий на

поверхности ядра частицы подставим в них разложения

потенциалов и функции Грина во второй сфероидальной

системе. В результате получим

a
(2)
1 = A(2)

31 a (3),

b
(2)
1 = A(2)

11 a (3),
(67)

где введены векторы a
( j)
i =

{
a j

ml

}∞
m
, b

( j)
i =

{
b j

ml

}∞
m

и

матрицы

A( j)
31 =

{
δn

l + (ε2 − 1) L j, 31
nl, m

}∞

m
,

A( j)
33 =

{
(ε2 − 1) L j, 33

nl, m

}∞

m
,

A( j)
11 =

{
−(ε2 − 1) L j, 11

nl, m

}∞

m
,

A( j)
13 =

{
δn

l − (ε2 − 1) L j, 13
nl, m

}∞

m
. (68)

Выше использовано обозначение для интегралов

L j, ki
nl, m =

∫
S j

9(k)
mn(r)

∂9
(i)
ml (r)

∂n
ds , (69)

которые зависят от индекса j через поверхность инте-

грирования, при этом следующие два верхние индекса

матриц показывают, какого рода радиальные функции

входят в их выражения.

Принимая во внимание ортогональность угловых сфе-

роидальных гармоник на соответствующих поверхно-

стях (22), поверхностные интегралы (69) могут быть
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записаны следующим образом:

L j, 31
nl, m =

(n − m)!

(n + m)!

(
d j

2

)l−n

((ξ0j )
2 − 1)Pm ′

l (ξ0j )Q
m
n (ξ0j ) δ

n
l ,

L j, 33
nl, m =

(n − m)!

(n + m)!

(l − m)!

(l + m)!

(
d j

2

)−(n+l+1)

× ((ξ0j )
2 − 1)Qm ′

l (ξ0j )Q
m
n (ξ0j ) δ

n
l ,

L j, 11
nl, m =

(
d j

2

)(n+l+1)

((ξ0j )
2 − 1)Pm ′

l (ξ0j )P
m
n (ξ0j ) δ

n
l ,

L j, 13
nl, m =

(l − m)!

(l + m)!

(
d j

2

)n−l

× ((ξ0j )
2 − 1)Qm ′

l (ξ0j )P
m
n (ξ0j ) δ

n
l , j = 1, 2.

(70)

Таким образом, все матрицы A( j)
ki являются диагональ-

ными.

Покажем, что для рассматриваемой задачи метод

SVM эквивалентен методу EBCM. Рассмотрим случай

вертикальной ориентации внешнего поля и вытянутый

сфероид. Для алгебраизации граничных условий (11)
на поверхности частицы подставим в них разложения

потенциалов в первой сфероидальной системе. С учетом

ортогональности угловых сфероидальных гармоник на

этой поверхности (22) получим(
d1

2

)n

Pn(ξ
0
1 )a (1)

0n +

(
d1

2

)−(n+1)

Qn(ξ
0
1 )b(1)

0n

=

(
d1

2

)n

Pn(ξ
0
1 )a (2)

1, 0n +

(
d1

2

)−(n+1)

Qn(ξ
0
1 )b(2)

1, 0n,(
d1

2

)n

P′

n(ξ
0
1 )a (1)

0n +

(
d1

2

)−(n+1)

Q′

n(ξ
0
1 )b(1)

0n

= ε2

((
d1

2

)n

P ′

n(ξ
0
1 )a (2)

1, 0n +

(
d1

2

)−(n+1)

Q′

n(ξ
0
1 )b(2)

1, 0n

)
.

(71)
Данная система может быть легко решена относительно

коэффициентов a (1)
0n и b(1)

0n . В матричном виде ее можно

записать следующим образом:

a (1) = Ã(1)
31 a

(2)
1 + Ã(1)

33 b
(2)
1 ,

b (1) = Ã(1)
11 a

(2)
1 + b

(2)
1 .

(72)

Легко показать, что она совпадает с системой (66). Для
примера рассмотрим первую матрицу:(

Ã(1)
31

)
nn

=
Pn(ξ

0
1 )Q′

n(ξ
0
1 ) − ε2P′

n(ξ
0
1 )Qn(ξ

0
1 )

Pn(ξ
0
1 )Q′

n(ξ
0
1 ) − P ′

n(ξ
0
1 )Qn(ξ

0
1 )

= 1 + (ε2 − 1)((ξ0j )
2 − 1)P ′

n(ξ
0
1 )Qn(ξ

0
1 ), (73)

что совпадает с соответствующим элементом матрицы

A(1)
31 (см. (68) и (70) при m = 0). Выше было использова-

но выражение для вронскиана:

Pn(ξ
0
1 )Q′

n(ξ
0
1 ) − P ′

n(ξ
0
1 )Qn(ξ

0
1 ) =

−1

(ξ01 )2 − 1
. (74)

Для других матриц сравнение проводится аналогично.

Итак, для рассматриваемого подхода с использованием

двух подходящих сфероидальных систем методы EBCM

и SVM эквивалентны.

Теперь соберем воедино результаты трех шагов, а

именно соотношения (66), (59) и (67). Общую систему

можно записать в виде

a (1) = A1 a (J+1),

b (1) = A2 a (J+1),
(75)

где матрицы A1 и A2 удовлетворяют соотношению(
A1

A2

)
=

(
A(1)
31 A(1)

33

A(1)
11 A(1)

13

)
×

(
1(1) T (d2, d1) 0

0 1(3) T (d2, d1)

)(
A(2)
31

A(2)
11

)
. (76)

Теперь нетрудно найти коэффициенты разложения по-

тенциала
”
рассеянного“ излучения, а именно

b (1) = A2(A1)
(−1) a (1) = T a (1). (77)

Заметим, что для приближения Релея потребуется толь-

ко один элемент этой матрицы – T11.

3. Несофокусные многослойные
сфероиды

Пусть многослойная сфероидальная частица имеет J
слоев. Построение T -матрицы для этого случая осу-

ществляется аналогично вышеприведенному алгоритму

для двухслойного сфероида. Используя те же обозначе-

ния, получим

T = A2(A1)
(−1), (78)

где(
A1

A2

)
=

(
A(1)
31 A(1)

33

A(1)
11 A(1)

13

)
×

(
1(1) T (d2, d1) 0

0 1(3) T (d2, d1)

)
. . .

(
A(J−1)
31 A(J−1)

33

A(J−1)
11 A(J−1)

13

)
×

(
1(1) T (dJ, dJ−1) 0

0 1(3) T (dJ, dJ−1)

)(
A(J)
31

A(J)
11

)
.

(79)
В частном случае конфокального (софокусного) сфе-

роида задача принципиально упрощается. Отсутствует

необходимость проводить сшивку, поэтому матрицы

1( j) T (d, d) становятся единичными. В формуле (79)
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остаются только диагональные матрицы A( j)
ik . В резуль-

тате задача рассеяния имеет решение в явном виде. По-

скольку в рамках приближения Релея требуется только

один элемент T11, то для вычисления поляризуемости

частицы требуются лишь первые элементы соответству-

ющих матриц:

L j, 31
11, 0 = ((ξ j)

2 − 1)(P1(ξ j))
′Q1(ξ j)

= ((ξ j)
2 − 1)

(
ξ j

2
ln
ξ j + 1

ξ j − 1
− 1

)
= L j

z ,

L j, 33
11, 0 =

(
d
2

)−3

((ξ j)
2− 1)Q1(ξ j ) (Q1(ξ j))

′ =
L j

z (L
j
z − 1)

Ṽ j
,

L j, 11
11, 0 =

(
d
2

)3

((ξ j)
2 − 1)(P1(ξ j))

′P1(ξ j)

= a j (b j)
2 =

3

4π
V j = Ṽ j ,

L j, 13
11, 0 = ((ξ j)

2 − 1)(Q1(ξ j))
′P1(ξ j)

= ξ j((ξ j)
2 − 1)(Q1(ξ j))

′ = L j
z − 1. (80)

Для двухслойных и многослойных софокусных сферои-

дов формулы (76), (80) дают известный результат для

поляризуемости частицы [1,21]. Для неконфокальных

частиц соответствующие формулы будут давать первое

приближение, в рамках которого каждая матрица в этих

формулах заменяется первым элементом.

Выводы

1. В работе построено приближение Релея для мно-

гослойных несофокусных сфероидальных частиц, бази-

рующиеся на представлении потенциалов полей внутри

неконфокальных оболочек в виде разложений по сферои-

дальным гармоникам в системах, где поверхности слоев

являются координатными.

2. Для сшивки двух разложений внутри каждого слоя

использованы полученные авторами соотношения меж-

ду сфероидальными гармониками уравнения Лапласа в

системах с разными фокусными расстояниями.

3. Методы расширенных граничных условий (ЕВСМ)
и разделения переменных (SVM) оказались эквивалент-

ными, поскольку привели к одинаковым результатам при

решении задачи.

4. Поляризуемость частицы записана через бесконеч-

номерные матрицы, элементы которых определяются

либо явным образом, либо в виде конечных сумм.

В частных случаях многослойных софокусных сферои-

дов данное решение полностью согласуется с известны-

ми результатами.

Работа была поддержана в 2018 г. грантом ГУАП и

грантами РФФИ 16-02-00194а и 18-52-52006.
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