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1. Введение

Анизотропия упругих свойств кристаллов приводит

к ряду новых эффектов в фононном транспорте [1–4].
Одним из таких эффектов является фокусировка фоно-

нов. В работах [2–4] показано, что из-за неколлинеар-

ности фазовой и групповой скоростей фононный поток,

излучаемый точечным источником тепла, фокусируется

вдоль определенных направлений в кристаллической ре-

шетке. Экспериментальные исследования, проведенные

в работе [1], показали, что при низких температурах,

когда доминирует диффузное рассеяние фононов на гра-

ницах, фокусировка фононов приводит к двум эффектам

в теплопроводности кубических кристаллов (эффекты
МакКарди). Первым эффектом является зависимость

теплопроводности образцов Si с квадратным сечением

от направления градиента температуры относительно

кристаллографических осей: при температуре T = 3K

величина теплопроводности в направлении [001] оказа-

лась на 40 и 50% больше, чем в направлениях [011] и

[111] соответственно. Для кристаллов CaF2, напротив,

в направлении [111] теплопроводность оказалась на

28 и 40% больше, чем в направлениях [011] и [001]
соответственно. Вторым эффектом МакКарди [1] явля-

ется зависимость величин теплопроводности образцов с

прямоугольным сечением при низких температурах от

ориентации боковых граней. Для двух исследованных

в [1] кристаллов Si, имеющих одинаковые геометриче-

ские параметры, при одинаковом направлении градиента

температуры [110] оказалось, что теплопроводность (κ)
образца с широкой гранью {001} и узкой {110} на

33% выше, чем для ориентации широкой грани {110}
и узкой {001}. При температурах выше максимума κ(T )
длина свободного пробега фононов становится меньше

поперечных размеров образца, и теплопроводность ста-

новится изотропной — она не зависит от направления

потока тепла в кристалле.

В рамках теории Казимира–МакКарди [1,5] для об-

разцов конечной длины в работах [6–8] получены ана-

литические выражения для времен релаксации фононов
при диффузном рассеянии на границах. Эти решения

позволили в [7] рассчитать оба эффекта в теплопровод-

ности кристаллов Si и согласовать температурные за-

висимости и анизотропию теплопроводности образцов с

квадратным и прямоугольным сечениями с эксперимен-
тальными данными [1] во всем исследованном интервале

температур. B интервале от 3 до 15K температурные

зависимости теплопроводности для всех образцов Si,

рассчитанные в [7] при учете граничного и изотопи-
ческого рассеяния, согласуются с экспериментальны-

ми данными [1] в пределах погрешности эксперимента

без использования подгоночных параметров. Поскольку

эффекты МакКарди [1], характеризующие анизотропию
теплопроводности, при низких температурах для кри-

сталлов Si и CaF2 достигают 50 и 40%, то для широкого

круга исследователей большой интерес представляют

величины этих эффектов в других упруго анизотропных

кристаллах. Поэтому мы рассчитали эффекты МакКарди
для всех наиболее актуальных полупроводниковых и

диэлектрических кристаллов с различным типом анизо-

тропии упругой энергии при достаточно низких темпера-

турах, когда реализуется режим кнудсеновского течения
фононного газа. Эта проблема является актуальной,

поскольку ранее эффекты, обусловленные фокусировкой

фононов, не учитывались, а для граничного рассеяния в

монокристаллических образцах использовались модель
изотропной среды и теория Казимира [5]. При этом

зависимости теплопроводности от направлений тепло-

вого потока и геометрических параметров образцов

учитывались введением подгоночных параметров [9–11].
Следует отметить, что при изложении эксперименталь-
ных результатов в обзорах [12–14] также использовалась
модель изотропной среды: не указывались направления

теплового потока и ориентации плоскостей пленок отно-

сительно кристаллографических осей. В [15] показано,
что изменение ориентации кремниевой пленки может

приводить к изменению значений теплопроводности бо-

лее чем в 2 раза.
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Второй проблемой настоящей работы является объ-

яснение физических причин, приводящих к эффектам

МакКарди. Наиболее необычным является второй эф-

фект МакКарди. Почему для одного и того же направле-

ния теплового потока [110] изменение ориентации широ-

кой грани образца приводит к значительному изменению

теплопроводности?

При интерпретации ориентационной зависимости теп-

лопроводности пленок в работе [16] предполагалось,

что плоскости пленок, имеющие различную ориента-

цию, обладают различной рассеивающей способностью.

Эта гипотеза является некорректной. Дело в том, что

феноменологическая теория Казимира−МакКарди [1,5]
основана на предположении, что все фононы при со-

ударении с поверхностью поглощаются, а затем пере-

излучаются изотропно по направлению внутрь образца.

Поэтому в каждой точке поверхности независимо от

ее ориентации фононы всех поляризаций рассеиваются

диффузно. Таким образом, рассеивающая способность,

или интенсивность рассеяния, плоскостей с различ-

ной ориентацией одинакова. Поэтому мы рассмотрели

влияние анизотропии упругой энергии на граничное

рассеяние фононов в образцах с прямоугольным сече-

нием и показали, что зависимость теплопроводности от

ориентации широкой грани образца обусловлена измене-

нием распределения теплового потока по поперечному

сечению образца из-за фокусировки быстрой поперечной

моды в кристаллах обоих типов. При этом медленная

поперечная мода, играющая основную роль в первом

эффекте МакКарди, исключается из рассмотрения, по-

скольку для направления [110] она дефокусируется как

в плоскости {001}, так и в плоскости {110}. Однако
быстрая поперечная мода для волновых векторов в

плоскости {001} изотропна (эффект фокусировки от-

сутствует), а в плоскости {110} она фокусируется в

направлении теплового потока. Следует отметить, что в

кубических кристаллах для произвольного направления

волнового вектора распространяются квазипоперечные

и квазипродольные моды и только для симметричных

направлений распространяются чистые моды. В рабо-

те [17] проанализирован спектр и вектора поляризации

в кубических кристаллах с различным типом анизо-

тропии упругой энергии. Показано, что вклад попе-

речной компоненты в квазипродольные колебания для

них мал и им можно пренебречь. Для квазипоперечных

мод продольная компонента не является малой, должна

учитываться при анализе поглощения ультразвука и про-

цессах электрон-фононной релаксации и соответственно

в термоэдс фононного увлечения. Для кнудсеновского

течения фононного газа, в соответствии с [4–7], предпо-
лагается, что каждая из акустических мод рассеивается

на поверхности диффузно. Нами показано, что для

кристаллов с различным типом анизотропии упругой

энергии поведение эффектов МакКарди качественно

различается. Этот результат представляет несомненный

научный интерес и может быть использован для техни-

ческих приложений.

2. Теплопроводность
упругоанизотропных кристаллов
в режиме кнудсеновского течения
фононного газа

Проанализируем фононный транспорт в полупровод-

никовых и диэлектрических кристаллах кубической сим-

метрии при температурах, гораздо меньших темпера-

туры Дебая (T ≪ TD), когда для фононов применима

модель анизотропного континуума. В этой модели ани-

зотропия спектра ωλ
q = Sλ(θ, ϕ)q определяется фазовой

скоростью Sλ(θ, ϕ), которая зависит от угловых пе-

ременных θ и ϕ вектора q. Индексы поляризации λ

выберем следующим образом: индекс L соответствует

продольным фононам, t1 и t2 —
”
быстрой“ (верхней)

и
”
медленной“ (нижней) поперечным модам в системе

координат по ребрам куба, она определена в [17]. Груп-
повая скорость фонона, которая определяет направление

переноса энергии, для произвольного направления вол-

нового вектора имеет вид [6]

Vλ
g(θ, ϕ) = Sλ(θ, ϕ)Ṽλ

g (θ, ϕ),

Ṽλ
g(θ, ϕ) = n + Sλθeθ + Sλϕeϕ,

Sλθ(θ, ϕ) =

(

1

Sλ

)

∂Sλ

∂θ
, Sλϕ(θ, ϕ) =

1

sin θ

(

1

Sλ

)

∂Sλ

∂ϕ
.

(1)

Здесь eθ = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ), eϕ = (− sinϕ,

cosϕ, 0), а n = q/q = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) —

единичный волновой вектор фонона. Вектора n, eθ и eϕ
образуют взаимно ортогональную тройку единичных

векторов.

Проанализируем фононный транспорт в монокристал-

лических образцах длиной L, имеющих прямоугольное

сечение со сторонами D (толщина) и W = µD (ширина).
Для образцов с квадратным сечением параметр µ = 1.

При температурах, гораздо меньших температуры Де-

бая (T ≪ TD), когда теплосопротивление обусловлено

диффузным рассеянием фононов на границах, воспользу-

емся моделью анизотропного континуума и представим

теплопроводность в виде аддитивной суммы вкладов от

всех акустических мод для направления потока тепла

[I(ψ)] и ориентации плоскости {J}, в которой угол ψ

отсчитывается от оси z (см. далее, а также [15]):

κ
{J}
[I(ψ)](T ) =

1

3
CV (T )S3{J}

[I(ψ)] =
∑

λ

1

3
Cλ

V (T )S
λ
3
λ{J}
[I(ψ)],

CV =
2π2k4

B

5~3
T 3 1

3

∑

λ

〈

(Sλ)−3〉,

S =
∑

λ

〈

(Sλ)−2
〉

/
∑

λ

〈

(Sλ)−3
〉

, S
λ

=
〈

(Sλ)−2
〉〈

(Sλ)−3
〉

,

〈

(Sλ)−n
〉

=
1

4π

∫

d�q(Sλ)
−n, d�q = sin θ dθ dϕ. (2)
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Удельные теплоемкости CV (T ) и Cλ
V (T ), а также средние

скорости фонона S и S
λ

не зависят от направления

потока тепла. Поэтому анизотропия теплопроводности

и вкладов в нее от акустических мод определяются

длинами свободного пробега 3
{J}
[I(ψ)] и 3

{J}λ
[I(ψ)]. Как видно

из формул (2), теплопроводность в режиме кнудсенов-

ского течения фононного газа ∝ T 3, как и теплоемкость

трехмерных систем в теории Дебая. Длины свободного

пробега для направления потока тепла [I(ψ)] и ори-

ентации широкой плоскости образца {J} могут быть

представлены в виде [6,15]

3
{J}
[I(ψ)] =

3

4π

1
∑

λ1

〈

(Sλ1)−2
〉

∑

λ

∫

d�q

Iλ{J}
[I(ψ)](θ, ϕ)

[Sλ(θ, ϕ)]3
,

3
λ{J}
[I(ψ)] =

3

4π

1
〈

(Sλ)−2
〉

∫

d�q

Iλ{J}
[I(ψ)](θ, ϕ)

[Sλ(θ, ϕ)]3
. (3)

Релаксационные функции Iλ{J}
[I(ψ)](θ, ϕ) для образцов

с прямоугольным сечением при выполнении нера-

венств µ
∣

∣V λ
g1

∣

∣ >
∣

∣V λ
g2

∣

∣ и
∣

∣V λ
g3/V

λ
g1

∣

∣ ≥ k0 = L/2D или

µ
∣

∣V λ
g1

∣

∣ <
∣

∣V λ
g2

∣

∣ и
∣

∣V λ
g3/V

λ
g2

∣

∣ ≥ k0/µ определяются выраже-

ниями [6,15]

Iλ{J}
[I(ψ)](θ, ϕ) =

Dk0

∣

∣V λ
g3

∣

∣

µ

{

µ − k0

2

(

∣

∣V λ
g2

∣

∣+ µ
∣

∣V λ
g1

∣

∣

)

∣

∣V λ
g3

∣

∣

+
(k0)

2

3

∣

∣V λ
g1

∣

∣

∣

∣V λ
g2

∣

∣

(

V λ
g3

)2

}

. (4)

Если µ
∣

∣V λ
g1

∣

∣ >
∣

∣V λ
g2

∣

∣ при
∣

∣V λ
g3/V

λ
g1

∣

∣ < k0 или µ
∣

∣V λ
g1

∣

∣ <
∣

∣V λ
g2

∣

∣

при
∣

∣V λ
g3/V

λ
g2

∣

∣ < k0/µ, то функции Iλ{J}
[I(ψ)](θ, ϕ) определя-

ются выражениями для образцов бесконечной длины

Iλ{J}
[I(ψ)](θ, ϕ) =

D
6µ





(

V λ
g3

V λ
g1

)2
(

3µ
∣

∣V λ
g1

∣

∣−
∣

∣V λ
g2

∣

∣

)



 ,

µ
∣

∣V λ
g1

∣

∣ >
∣

∣V λ
g2

∣

∣,

Iλ{J}
[I(ψ)](θ, ϕ) = µ

D
6





(

V λ
g3

V λ
g2

)2
(

3µ
∣

∣V λ
g2

∣

∣− µ
∣

∣V λ
g1

∣

∣

)



 ,

µ
∣

∣V λ
g1

∣

∣ <
∣

∣V λ
g2

∣

∣, (5)

Здесь V λ
g3(θ, ϕ), V λ

g1(θ, ϕ), V λ
g2(θ, ϕ) — проекции группо-

вой скорости на направление градиента температуры и

перпендикулярные ему направления в системе коорди-

нат, связанной с образцом.

Для учета влияния фокусировки фононов на анизо-

тропию теплопроводности монокристаллических образ-

цов достаточно выразить ориентационные параметры —

направление потока тепла [I(ψ)] и ориентацию плоско-

сти {J}, в которой угол ψ отсчитывается от оси z , —

через компоненты групповой скорости. Для этого рас-

смотрим вращение потока тепла в двух симметричных

плоскостях: широкая грань образца совпадает с плоско-

стью грани куба yz {J} = {100}; широкая грань образ-

ца совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}.
Определим систему координат, связанную с образцом:

ось
”
3“ направим вдоль оси образца, которая совпадает с

направлением теплового потока. Ось
”
1“ (ось вращения)

направим перпендикулярно широкой грани образца или

одной из граней для образцов с квадратным сечением.

Она определяет ориентацию плоскости {J}. Ось
”
2“

направим перпендикулярно узкой грани образца. Учтем,

что спектр фононов определен в системе координат

по ребрам куба. Тогда компоненты групповой скорости

фононов в принятой системе координат для рассматри-

ваемых случаев могут быть представлены в виде

V λ
g3 = −V λ

gy sinψ + V λ
gz cosψ,

V λ
g2 = V λ

gy cosψ + V λ
gz sinψ, V λ

g1 = V λ
gx , (6)

V λ
g3 = (V λ

gx + V λ
gy) sinψ/

√
2 + V λ

gz cosψ,

V λ
g2 = (V λ

gx + V λ
gy) cosψ/

√
2−V λ

gz sinψ,

V λ
g1 = (V λ

gx −V λ
gy)/

√
2. (7)

Компоненты групповой скорости фононов в декартовой

системе координат могут быть определены из фор-

мул (1). Зависимость направления теплового потока от

угла ψ определяется компонентой V λ
g3. Проекция ком-

поненты V λ
g1 не зависит от угла ψ, поскольку является

осью вращения. Она определяет ориентацию широкой

грани образца {J}. Компонента V λ
g2 зависит от угла ψ и

определяет ориентацию двух других граней образца.

Для расчета первого эффекта МакКарди

необходимо определить ориентационные параметры для

симметричных направлений. Для направления [100] угол
ψ = 0, {J} = {100}, а компоненты групповой скорости

V λ
g3 = V λ

gz , V λ
g2 = V λ

gy , V λ
g1 = V λ

gx . Для направления [110]
угол ψ = π/4, {J} = {100}, а компоненты групповой

скорости V λ
g3 = (−V λ

gy + V λ
gz )/

√
2, V λ

g2 = (V λ
gy + V λ

gz )/
√
2,

V λ
g1 = V λ

gx . Для направления [111] угол ψ = arctg
√
2,

{J} = {110}, а компоненты групповой скорости

определяются выражениями V λ
g3 = (V λ

gx + V λ
gy + V λ

gz )/
√
3,

V λ
g2 = (V λ

gx + V λ
gy − 2V λ

gz )/
√
6, V λ

g1 = (V λ
gx −V λ

gy)/
√
2. Для

расчета второго эффекта МакКарди [1] необходимо

определить ориентационные параметры для градиента

температуры вдоль направления [110] и двух вариантов

ориентации боковых граней образца. В первом случае

ориентация широкой грани образца {J} = {100},
узкой — {J} = {110}, поэтому компоненты V λ

gi
определяются выражениями (6) при ψ = π/4:

V λ
g3 = (−V λ

gy + V λ
gz )/

√
2, V λ

g2 = (V λ
gy + V λ

gz )/
√
2,

V λ
g1 = V λ

gx . (8)
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Во втором случае ориентация широкой грани образца

{J} = {110}, узкой — {J} = {100}, поэтому компонен-

ты V λ
gi определяются выражениями (7) при ψ = π/2:

V λ
g3 = (V λ

gx + V λ
gy)/

√
2, V λ

g2 = −V λ
gz ,

V λ
g1 = (V λ

gx −V λ
gy)/

√
2. (9)

Итак, мы показали, что ориентационные парамет-

ры [I(ψ)] и {J} для произвольного направления теп-

лового потока относительно осей кристалла могут

быть определены через компоненты групповой скорости,

параллельные и перпендикулярные тепловому потоку.

Формулы (1)−(9) позволяют проанализировать эффекты
МакКарди в теплопроводности упруго анизотропных

кристаллов в режиме кнудсеновского течения фононно-

го газа.

Эффекты, обнаруженные в работе [1] для кристаллов

Si и CaF2, имеют достаточно большую величину, поэто-

му представляет интерес рассчитать их значения для

других упруго анизотропных кристаллов. Для анализа

эффектов МакКарди возьмем стержни с квадратным

и прямоугольным сечениями тех же геометрических

размеров, что и в работе [1], чтобы иметь возможность

сравнить рассчитанные значения с экспериментально

измеренными величинами эффектов для образцов Si и

CaF2. Поэтому при анализе первого эффекта рассмотрим

стержни с квадратным сечением, длиной L = 2.9 см и

со стороной D = 0.293 см, вырезанные с осями вдоль

трех симметричных направлений — [100], [110] и [111].
Рассчитаем значения теплопроводности при T = 3K, как

и в работе [1], когда фонон−фононные механизмы вымо-

рожены и доминирует диффузное рассеяние фононов на

границах. Составим отношение теплопроводностей для

симметричных направлений и определим величины пер-

вого эффекта МакКарди для упруго анизотропных кри-

сталлов: для кремния этот эффект, согласно [1], опреде-
ляется отношениями κ[001] : κ[110] : κ[111] ≈ 1.53 : 1.08 : 1.

При анализе второго эффекта МакКарди возьмем

стержни с прямоугольным сечением длиной L = 5.5µD1

и сторонами сечения D1 = 0.185, D2 = µD1 = 0.638 см

(µ = 3.45), вырезанные с осями вдоль направления [110]
и ориентациями боковых граней {001}, {110}. Ори-

ентация широкой грани у одного из стержней будет

{001}, а у другого — {110}. Составим отношение

теплопроводностей для направления теплового потока

[110] и двух ориентаций широких граней образца. Для

кристаллов кремния при T = 3K это отношение, опре-

деляющее величину второго эффекта МакКарди, имеет

вид κ
{001}
[011] : κ

{011}
[110] ≈ 1.33 : 1. Ориентации широких гра-

ней образца указаны верхним индексом в коэффициенте

теплопроводности.

Далее мы проанализируем эффекты МакКарди в

кристаллах с различным типом анизотропии упру-

гой энергии. Анализ уравнений Кристоффеля в ра-

боте [17] показал, что влияние анизотропии упругой

энергии на спектр и вектора поляризации колеба-

тельных мод определяется безразмерным параметром

k − 1 = (c12 + 2c44 − c11)/(c11 − c44) (c i j — упругие мо-

дули второго порядка). В зависимости от знака пара-

метра k − 1, согласно [17], все кубические кристаллы

могут быть разделены на кристаллы с положительной,

k − 1 > 0 (тип I, GaN, Ge, Si, алмаз, LiF, GaSb, GaAs),
и отрицательной, k − 1 < 0 (тип II, CaF2, SrF2 и PbS),
анизотропией упругих модулей второго порядка (см.
таблицу). Для изотропных сред k − 1 = 0. Как это видно

из таблицы, соотношения величин, характеризующих

эффекты МакКарди в кристаллах с различным типом

анизотропии упругой энергии, качественно различаются.

В строчках ∗Si и ∗CaF2 (в таблице) приведены экс-

периментальные данные первого эффекта МакКарди [1]
для образцов с квадратным сечением. Как видно из

таблицы, рассчитанные значения первого и второго

эффектов МакКарди для Si и CaF2 согласуются с

экспериментальными данными в пределах погрешности

эксперимента [1]. Анизотропия теплопроводности в по-

лупроводниковых кристаллах I и II типов качественно

различается. Из таблицы видно, что для большинства

наиболее актуальных и используемых в технических

приложениях полупроводников I типа, таких как GaAs,

GaSb, LiF, InSb, Ge, Si, HgSe, MgO, при T = 3K вели-

чины теплопроводности достигают максимума в направ-

лениях типа [001] и оказываются на 50% больше мини-

мальных значений в направлении [111]. Для кристаллов

II типа ситуация обратная: величины теплопроводности

достигают максимума в направлениях типа [111], а ми-

нимальных значений — в направлениях типа [001]. Для
кристаллов NaCl, PbS, SrF2 величины теплопроводности

в направлении [111] на 30%, а для CaF2 на 40%

больше, чем в направлении [001]. Таким образом, для

значительного числа кристаллов с достаточно большим

параметром |k − 1| анизотропия теплопроводности не

является малой, и фокусировка фононов должна учиты-

ваться при анализе теплопроводящих свойств.

Что касается второго эффекта МакКарди, то для

кристаллов I типа GaN, GaAs, GaSb, LiF, InSb, Ge,

HgSe, MgO с теми же геометрическими параметрами

образцов при T = 3K он имеет такую же величину,

как и для Si. Для направления градиента температуры

[110] теплопроводность образцов с ориентаций широких

граней {100} оказывается на 30% больше, чем для

образцов с ориентаций широких граней {110}. Однако в

кристаллах II типа второй эффект МакКарди качествен-

но отличается. При направлении градиента температуры

[110] теплопроводность образцов с ориентаций широких

граней {100} оказывается меньше, чем для образцов с

ориентаций широких граней {110}. Для них величины,

характеризующие второй эффект МакКарди [1], заметно
меньше: только для CaF2 и SrF2 его величины превыша-

ют 25%, а для NaCl и PbS они < 20% (см. таблицу). Этот
эффект также не является малым и должен учитываться

при интерпретации экспериментальных данных.
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Отношения теплопроводностей для кубических кристаллов в режиме кнудсеновского течения фононного газа при T = 3K

c11 , 10
12 c12, 10

12 c44, 10
12

Первый Второй Второй

Тип Кристалл
дин/см2 дин/см2 дин/см2

k − 1 эффект эффект эффект

µ = 1 µ = 3.45 µ = 10

I GaN 2.93 1.59 1.55 1.275 1.43 : 1.07 : 1 1.28 : 1 1.49 : 1

Ge 1.289 0.483 0.671 0.87 1.49 : 1.08 : 1 1.30 : 1 1.67 : 1

Si 1.677 0.65 0.804 0.67 1.50 : 1.08 : 1 1.30 : 1 1.71 : 1

∗Si 1.677 0.65 0.804 0.67 1.53 : 1.07 : 1 1.33 : 1 −

GaAs 1.1904 0.5384 0.5952 0.90 1.51 : 1.08 : 1 1.32 : 1 1.63 : 1

HgSe 0.69 0.51 0.23 0.61 1.52 : 1.13 : 1 1.34 : 1 1.62 : 1

GaSb 0.885 0.404 0.433 0.85 1.51 : 1.09 : 1 1.32 : 1 1.64 : 1

InSb 0.672 0.367 0.302 0.81 1.53 : 1.09 : 1 1.33 : 1 1.62 : 1

LiF 1.246 0.424 0.649 0.78 1.48 : 1.08 : 1 1.29 : 1 1.68 : 1

MgO 2.86 0.87 1.48 0.703 1.45 : 1.07 : 1 1.26 : 1 1.63 : 1

Алмаз 10.76 1.25 5.76 0.40 1.20 : 1.03 : 1 1.10 : 1 1.19 : 1

YAG 3.281 1.064 1.137 0.03 1.03 : 1.01 : 1 1.02 : 1 1.03 : 1

II KCl 0.398 0.062 0.0625 −0.63 1 : 1.02 : 1.08 1 : 1.02 1 : 1.00

NaCl 0.575 0.099 0.133 −0.48 1 : 1.20 : 1.32 1 : 1.18 1 : 1.27

PbS 1.27 0.298 0.248 −0.47 1 : 1.19 : 1.33 1 : 1.16 1 : 1.24

CaF2 1.74 0.56 0.359 −0.33 1 : 1.28 : 1.42 1 : 1.27 1 : 1.45

∗CaF2 1.74 0.56 0.359 −0.33 1 : 1.31 : 1.44 − −

SrF2 1.24 0.43 0.31 −0.20 1 : 1.23 : 1.30 1 : 1.25 1 : 1.59

YIG 2.69 1.077 0.764 −0.04 1 : 1.05 : 1.06 1 : 1.04 1 : 1.06

Примечание. Первый эффект МакКарди [1], (κ
{100}

[100]
: κ

{110}

[110]
: κ

{110}

[111]
) — для образцов с квадратным сечением (L = 2.9 см, D = 0.293 см); второй

эффект МакКарди [1], (κ
{100}

[110]
: κ

{110}

[110]
) — для образцов с прямоугольным сечением (L = 5.5µD1, D1 = 0.185 см, D2 = µD1 = 0.638 см, µ = 3.45);

ориентации широких граней {100} и {110} указаны в верхних индексах.

Проведенный анализ показал, что увеличение отно-

шения ширины пластины к ее толщине (параметр µ)
приводит к увеличению второго эффекта МакКарди.

Поэтому в последнем столбце мы привели результаты

расчета второго эффекта МакКарди для образцов с

прямоугольным сечением (L = 5.5µD1, D1 = 0.185 см,

D2 = µD1, µ = 10). Как видно из таблицы, второй эф-

фект увеличился примерно в 2 раза: для кристаллов

InSb, MgO, GaAs, GaSb, Ge, LiF, Si эффект возрастает

от 63 до 71% соответственно (см. таблицу). Приве-

денные выше результаты характеризуют роль фокуси-

ровки фононов в анизотропии теплопроводности. Мож-

но надеяться, что они будут полезны не только при

исследовании процессов теплопереноса в упругоанизо-

тропных кристаллах, но и в технических приложениях.

Одним из таких приложений может являться контроль

за степенью совершенства обработки поверхности об-

разцов с прямоугольным сечением. Поскольку наша

теория количественно описывает теплопроводность при

диффузном рассеянии фононов, то из сравнения дан-

ных эксперимента и теоретических расчетов появляет-

ся возможность определения параметров зеркальности

отражения фононов при различных способах обработки

поверхности.

3. Физическая интерпретация
эффектов Маккарди
в теплопроводности
кубических кристаллов

Рассмотрим влияние фокусировки на распространение

и граничное рассеяние фононов в монокристаллических

образцах конечных размеров и дадим наглядное физиче-

ское объяснение эффектам МакКарди. Как уже отмеча-

лось в [1–4], влияние фокусировки связано с различием

направлений волнового вектора и групповой скорости,

которая определяет направление распространения фо-

нонов (см. рис. 1). Проиллюстрируем этот эффект на

примере моды t2 в кристаллах Si для волновых векторов

в плоскости {100}. Построим для нее изоэнергетиче-

скую поверхность (см. рис. 1, а). Групповая скорость

Физика и техника полупроводников, 2018, том 52, вып. 13



1548 И.Г. Кулеев, И.И. Кулеев, С.М. Бахарев

q4

q1

q2

q3
q3 q3

[110]

[100]

[001]

a
Vg

t
1
2

Vg
t
2
2

b

q1q4

q3

–q3 q2

q2
q1

q4 V qg
t1

1( ) V qg
t1

2( )

V qg
t2

4( )

Vg
t2

(0)

V qg
t2

2( )

V qg
L
( )2

V qg
t2

1( )

V qg
L
( )1

–ÑT
[ 00]1

D

L

{100}

Рис. 1. Схема, иллюстрирующая фокусировку медленных

поперечных мод в кристаллах Si для сечения изоэнергетиче-

ской поверхности плоскостью {100} (стрелками изображены

волновые вектора внутри поверхности и соответствующие им

групповые скорости фононов вне ее) (a) и влияние фокуси-

ровки на распространение фононов в образцах Si длиной L
с квадратным сечением D × D для волновых векторов в

плоскости {100} с углами θ1 = 23.6◦, θ2 = 11.9◦, θ3 = 6.8◦,

θ4 = 28.6◦ и градиентом температуры вдоль [1̄00] (b).

фонона, определяющая направление переноса энергии,

перпендикулярна этой поверхности. Из рис. 1 видно, что

фокусировка фононов характеризуется углами θ1, θ2, θ3
и θ4 [18,19]. Углы ±θ1 определяют направления волно-

вого вектора, для которого вектор групповой скорости

параллелен направлению фокусировки. Углы ±θ2 зада-

ют направления волновых векторов к точкам нулевой

кривизны на изоэнергетической поверхности (см. рис. 1).
Углы ±θ3 определяют направления групповых скоростей
в точках нулевой кривизны. Углы ±θ4 определяют вели-

чину сектора волновых векторов, в которых групповые

скорости будут коллинеарны их направлениям в точках

нулевой кривизны, и тем самым они определяют область

фокусировки фононов [18,19].
В изотропной среде направление распространения

фонона и его волнового вектора совпадают, и фононы

с волновыми векторами в секторе −θ4 ≤ θ ≤ θ4 будут

распространяться в том же самом секторе. Однако, как

видно из рис. 1, направления волновых векторов и

групповых скоростей отличаются, и фононы медленной

поперечной моды в кремнии будут распространяться в

существенно меньшем секторе, −θ3 ≤ θ ≤ θ3, который

определяется направлениями групповых скоростей в

точках нулевой кривизны на изоэнергетической поверх-

ности (см. подробнее [18,19]). В результате, во-первых,

в секторе фокусировки −θ3 ≤ θ ≤ θ3 средняя плотность

состояний моды t2 для Si будет в отношении θ4/θ3 ≈ 4.2

больше, чем в изотропной среде (θ4 = 28.6◦, θ3 = 6.8◦).
Напротив, для сектора дефокусировки π/2− θ3 ≥ θ ≥ θ3
она будет в 2.3 раза меньше, чем в изотропной среде.

В итоге в секторе фокусировки средняя плотность

состояний моды t2 будет в 9.9 раза больше, чем в сек-

торе дефокусировки (см. рис. 1). Во-вторых, поскольку
θ3 ≪ θ4, фононы будут отклоняться от боковых граней к

оси стержня и распространяться в меньшем угловом сек-

торе, то длины свободного пробега для них значительно

возрастают (см. рис. 1). Заметим, что при диффузном

рассеянии длина свободного пробега фонона с волновым

вектором q определяется расстоянием, пройденным фо-

ноном до столкновения с поверхностью образца. Мож-

но отметить некоторые особенности распространения

фононов моды t2 в плоскости {100}, обусловленные

влиянием фокусировки. Во-первых, фононы с волновыми

векторами q1 (для Si θ1 = 23.6◦) будут распространяться
в направлении теплового потока [100] (см. рис. 1). Их

длина пробега при диффузном отражении от границ

может быть ограничена либо объемными механизмами

релаксации, либо длиной образца. Фононы с волновым

вектором ∓q4 будут распространяться под существенно

меньшим углом θ3, в результате их длина пробега

возрастет (см. рис. 1).
Для продольной моды направление [001] является

направлением дефокусировки. Поэтому продольные фо-

ноны будут отклоняться от оси образца в сторону

боковой грани, и их длина свободного пробега будет

меньше, чем в модели изотропной среды (см. рис. 1).
Для волновых векторов в плоскости {100} быстрая

поперечная мода изотропна, эффект фокусировки для

нее отсутствует. Ее длина свободного пробега будет

совпадать с полученной в модели изотропной среды

(см. рис. 1). Таким образом, из схем, приведенных на

рис. 1, следует, что максимум теплопроводности для

кристаллов I типа в направлениях [100] обусловлен

вкладом медленных поперечных фононов.

Рассмотрим влияние фокусировки на распростране-

ние фононных мод в осевом сечении образца {100} в

случае, когда градиент температуры направлен вдоль

[110]. Направление [110] соответствует дефокусировке

медленной поперечной моды t2. Поэтому фононы этой

моды будут отклоняться в сторону грани образца и их

длина свободного пробега будет меньше, чем в модели

изотропной среды (см. рис. 1). Для волновых векторов в

плоскости {100} быстрая поперечная мода изотропна,

эффект фокусировки для нее отсутствует [18,19]. Ее

длина свободного пробега будет совпадать с полученной

в модели изотропной среды. Продольные фононы в этой

плоскости имеют локальную фокусировку в направлении

[110]. Они будут отклоняться к оси образца, и их

длина пробега будет больше, чем в модели изотропной

среды. Следует отметить, что роль продольных фононов
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в фононном транспорте для кремния мала, поскольку

для них теплоемкость на порядок меньше суммарной

теплоемкости поперечных фононов, а вклад в теплопро-

водность для направлений [001] и [110] составляет всего
8 и 15% соответственно.

В направлении [111] фокусируются продольные фоно-

ны, их длина свободного пробега увеличивается почти

в 2 раза по сравнению с направлением дефокусировки

[001] и принимает максимальное значение (см. [6]).
В этом направлении быстрая поперечная мода дефоку-

сируется, и длины пробега фононов этой моды будут

меньше, чем в модели изотропной среды. Фононы мед-

ленной поперечной моды в этом направлении имеют

локальный максимум фокусировки, и длины пробега

для них незначительно превосходят величины для мо-

дели изотропной среды [6]. Поскольку теплоемкость

продольных фононов мала, то полная теплопроводность

и средняя длина пробега фононов в направлении [111]
принимают минимальное значение [6].
Непосредственный расчет длин свободного пробега в

Si подтверждает приведенные выше качественные рас-

суждения (см. [6]). В работах [6,15] было показано, что

длины свободного пробега для каждой колебательной

моды достигают максимальных значений в направлениях

фокусировки, причем в этих направлениях они пре-

восходит длины пробега остальных колебательных мод.

Их минимальные значения достигаются в направлениях

дефокусировки, причем они оказываются меньше рас-

считанных в модели изотропной среды. Так, например,

в кристаллах Si длина свободного пробега моды t2 в

направлениях фокусировки превосходит длины пробега

быстрой поперечной и продольной мод в 1.6 и 2.4 раза

соответственно. Поскольку средняя плотность состоя-

ний этой моды в секторе фокусировки также возрастает,

в результате действия этих двух эффектов вклад мед-

ленных поперечных фононов в теплопроводность для

направления [100] при температуре T = 3K достигает

61% полной теплопроводности и в 2 раза превышает

вклад быстрой поперечной моды. В работах [6] показано,
что для симметричных направлений результаты расчета

длин пробега и теплопроводности хорошо согласуют-

ся с экспериментальными данными [1]. Итак, первый

эффект МакКарди в образцах Si, а также в осталь-

ных кристаллах первого типа обусловлен медленной

поперечной модой, которая фокусируется в направлении

[001] и обеспечивает максимум теплопроводности в этом

направлении.

Аналогичным образом можно построить изоэнергети-

ческие поверхности для кристалла CaF2 и рассмотреть

влияние фокусировки на распространения фононов в

кристаллах II типа с квадратным сечением. Поскольку

этот анализ во многом повторяет приведенный выше

для кристаллов кремния, то мы не будем воспроизводить

его, а приведем сразу результаты расчета длин пробега

фононов в кристаллах CaF2 (см. рис. 2). Как видно

из рис. 2, в кристаллах второго типа первый эффект

МакКарди также обусловлен медленной поперечной

90°

270°

0°180°

150°

120° 60°

30°

330°

300°

210°

240°

a

1

2

3

4

5

1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4

90°

270°

0°180°

150°

120° 60°

30°

330°

300°

210°

240°

b

2

35

1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4 1

4
L

y
l

y
{
1
0
0
}

[
(

)]
I

(
)

L
y

l
y

{
1
1
0
}

[
(

)]
I

(
)

Рис. 2. Угловые зависимости приведенных длин свободного

пробега 3̃
λ{J}
[I(ψ)]

(ψ) = 3
λ{J}
[I(ψ)]

/D в кристаллах CaF2 для образцов

длиной L = 2.9 см с квадратным сечением с D = 0.293 см

для случаев, когда градиент температур вращается в плос-

кости грани куба {J} = {100} (a), в диагональной плоско-

сти {J} = {110} (b): 1 — быстрая поперечная мода, 2 — мед-

ленная поперечная мода, 3 — продольная мода, 4 — средняя

длина свободного пробега, 5 — длина свободного пробега

в модели изотропной среды. Точки — экспериментальные

данные [1].

модой, которая фокусируется и обеспечивает максимум

теплопроводности в направлениях типа [111]. Ее длина

свободного пробега в направлениях [111] превосходит

длины пробега быстрой поперечной и продольной мод в

1.4 и 1.7 раза соответственно. Благодаря эффекту фоку-

сировки фононов вклад медленных поперечных фононов

в теплопроводность для направления [111] при темпера-

туре T = 3K достигает 57% полной теплопроводности,

тогда как вклады быстрой поперечной моды и про-

дольных фононов составляют 34 и 8% соответственно.

Результаты расчета хорошо согласуются с эксперимен-

тальными данными для симметричных направлений [1]

(см. рис. 2).
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Рис. 3. Схема, иллюстрирующая фокусировку быстрых попе-

речных мод (a) и влияние фокусировки на распространение

фононов в образцах Si длиной L с квадратным сечением D × D
для волновых векторов в плоскости {110} с углами θ1 = 13.4◦,

θ2 = 7.5◦, θ3 = 0.86◦, θ4 = 15.7◦, градиентом температуры

вдоль [1̄10] (b).

Далее рассмотрим фононный транспорт в образцах Si

с прямоугольным сечением и дадим физическое объяс-

нение второго эффекта МакКарди. Из работ Фукса [20],
Зондгеймера [21] известно, что теплосопротивление та-

ких образцов (как и пленок) определяется главным обра-

зом рассеянием фононов на широких гранях. Проанали-

зируем влияние фокусировки на распространение и гра-

ничное рассеяние фононов в образцах с прямоугольным

сечением и покажем, что зависимость теплопроводности

от ориентации боковых граней образца обусловлена не

различной рассеивающей способностью, как предпола-

галось в [16], а влиянием фокусировки на распростра-

нение и граничное рассеяние фононов в образцах с

прямоугольным сечением. Рассмотрим сначала образцы

с широкой гранью {001} и узкой {110}. Поскольку

основной вклад в граничное рассеяние фононов вносит

рассеяние на широких гранях образца, проанализируем

распределение теплового потока по поперечному сече-

нию образца и влияние фокусировки на отклонение фо-

нонов различных поляризаций от направления градиента

температуры [110] в плоскости {110}, перпендикулярной
широкой грани образца (см. рис. 3). В направлении [110]
фокусируются фононы быстрой поперечной моды, по-

этому они будут отклоняться от широкой грани образца

к направлению градиента температур (см. рис. 3). Их

длина свободного пробега возрастет и будет больше,

чем в модели изотропной среды. Из рис. 3 видно, что

в образцах Si с прямоугольным сечением для теплового

потока в направлении [110] фононы моды t1 с волновыми
векторами в секторе −θ4 ≤ θ ≤ θ4 будут отклоняться

от боковых граней к оси стержня и распространяться

в секторе −θ3 ≤ θ ≤ θ3. В результате для направлений

[110] плотность состояний моды t1 будет в 18.2 раза

больше, а для направлений дефокусировки в 1.2 раза

меньше, чем в изотропной среде [18]. При этом фононы

моды t1 в плоскости {110} с волновым вектором q1
будут распространяться в направлении теплового по-

тока [110], а фононы с волновым вектором q2 будут

распространяться под углом −θ3 (см. рис. 3). Итак,

для ориентации широкой грани {001} длины пробега

в кристаллах I типа благодаря эффекту фокусировки

могут существенно возрасти по сравнению с моделью

изотропной среды.

Направление [110] является направлением дефокуси-

ровки медленной поперечной моды, и ее длина свободно-

го пробега меньше, чем в изотропной среде. Продольные

фононы фокусируются в направлении [111], а направ-

ление [110] соответствует направлению дефокусировки

для волновых векторов в плоскости {110}. Поэтому

они будут отклоняться от направления градиента тем-

ператур к широкой грани образца, их длина свободного

пробега будет меньше, чем для изотропной среды. Как

уже отмечалось, роль продольных фононов в фононном

транспорте мала в связи с малой теплоемкостью.

Другая ситуация складывается для образцов с широ-

кой гранью {110} и узкой {001}. Аналогично преды-

дущему случаю мы должны рассматривать фокусировку

фононов в плоскости, перпендикулярной широкой грани,

т. е. в {001}. В плоскости {001} быстрая поперечная мо-

да изотропна, эффект фокусировки для нее отсутствует

и длина свободного пробега для нее будет совпадать

с полученной в модели изотропной среды. В этой

плоскости, как и в плоскости {110} для направления

[110], медленная поперечная мода t2 дефокусируется (см.
рис. 1). Поэтому фононы этой моды будут отклоняться

от направления градиента температуры в сторону ши-

рокой грани и их длина свободного пробега, как и в

предыдущем случае, будет меньше, чем в модели изо-

тропной среды. Продольные фононы в этой плоскости

имеют локальную фокусировку в направлении [110], и
они будут отклоняться от широкой грани образца к

направлению градиента температур. Однако, как уже

отмечалось выше, их роль в теплопроводности мала.

Очевидно, что в рассматриваемом случае средняя длина

свободного пробега и теплопроводность для образцов с

широкой гранью {001} будут больше, чем для образцов

с широкой гранью {110}. Непосредственный расчет дает

величину эффекта 30%. Авторы [1] очень удачно выбра-

ли направление [110] для направления теплового потока,

поскольку в этом направлении медленная поперечная
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мода в кристаллах I типа дефокусируется как в плоско-

сти {001}, так и в плоскости {110}. Напротив, быстрая
поперечная мода в плоскости {110} фокусируется в

направлении [110], а в плоскости {001} для нее эффект

фокусировки отсутствует. Итак, из приведенного выше

анализа следует, что второй эффект МакКарди [1] в

кристаллах I типа обусловлен фокусировкой быстрой

поперечной моды в направлении [110] для волновых

векторов в диагональной плоскости.

Аналогично рассмотренному выше можно показать,

что второй эффект МакКарди в кристаллах II типа

также обусловлен фокусировкой быстрой поперечной

моды в направлении [110], но для волновых векторов не

в плоскости {110}, как это имеет место в кристаллах

I типа, а в плоскости грани куба. Построив изоэнер-

гетические поверхности для кристалла CaF2, нетрудно

убедиться, что области с отрицательной кривизной на

этих изоэнергетических поверхностях в окрестности

направлений [110] будут иметь место только в плоскости

{001}, тогда как в плоскости {110} она является выпук-

лой [19]. Поэтому наиболее сильно эффект фокусировки

для длин свободного пробега и плотности фононных со-

стояний будет выражен в окрестности направлений [110]
в плоскости {001}. Фононы быстрой поперечной моды

благодаря фокусировке будут отклоняться от широких

граней пластины с ориентацией {011} к оси пленки,

тем самым увеличивая длины свободного пробега фо-

нонов. Итак, механизм второго эффекта МакКарди в

кристаллах II типа является тем же самым, что и в

кристаллах I типа, и обусловлен быстрой поперечной

модой. Однако в кристаллах II типа теплопроводность

образцов с широкой гранью {001} будет меньше, чем

образцов с широкой гранью {110}.

4. Заключение

Рассчитаны эффекты МакКарди в теплопроводности

упруго анизотропных кристаллов в режиме кнудсенов-

ского течения фононного газа. Показано, что в этом

режиме использование трех модулей упругости для ку-

бических кристаллов оказывается вполне достаточным,

чтобы определить зависимости теплопроводности моно-

кристаллических образцов от геометрических парамет-

ров и направлений теплового потока относительно кри-

сталлографических осей без использования подгоночных

параметров.

Рассмотрено влияние фокусировки на граничное рас-

сеяние и распространение фононов в монокристалличе-

ских образцах с квадратным и прямоугольным сечения-

ми и дано физическое объяснение эффектов МакКарди.

Показано, что первый эффект в образцах с квадратным

сечением обусловлен медленной поперечной модой, фо-

кусировка которой обеспечивает максимум теплопровод-

ности в кристаллах обоих типов. В кристаллах I типа ее

фокусировка и максимум теплопроводности достигаются

в направлении [001], тогда как в кристаллах II типа фоку-

сировка медленной моды и максимум теплопроводности

достигаются в направлении [111].
Исследование влияния фокусировки на граничное рас-

сеяние в образцах с прямоугольным сечением показало,

что второй эффект МакКарди обусловлен изменением

распределения теплового потока по поперечному се-

чению образца благодаря фокусировке быстрой попе-

речной моды в кристаллах обоих типов. Этот эффект

качественно отличается для кристаллов с различным

типом анизотропии упругой энергии. В кристаллах I ти-

па теплопроводность для образцов с широкой гранью

{001} будет больше, чем для образцов с широкой

гранью {110}, тогда как в кристаллах II типа наоборот:

теплопроводность для образцов с широкой гранью {001}
будет меньше, чем для образцов с широкой гранью

{110}. Проведенный анализ показал, что увеличение

отношения ширины пластины к ее толщине от значения

µ = 3.45 до µ = 10 приводит к увеличению второго

эффекта МакКарди более, чем в 2 раза. При этом

зависимость теплопроводности от ориентации плоскости

пластинки может стать более существенной, чем ее

зависимость от направлений теплового потока отно-

сительно кристаллографических осей. Несомненно, что

полученные в работе результаты представляют интерес

для широкого круга исследователей и могут быть ис-

пользованы в технических приложениях.

Работа выполнена в рамках государственного задания

по теме
”
Спин“ АААА-А18-118020290104-2 при под-

держке проекта № 32-1.1.3.5 Программы фундаменталь-

ных исследований Президиума РАН согласно контракту

Минобрнауки № 14.Z50.31.0025.
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McCurdy’s effects in thermal conductivity
of the elastically anisotropic crystals
in the Knudsen phonon gas flow regime
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Abstract The influence of phonon focusing on the phonon

transport in semiconductor and dielectric crystals with different

types of anisotropy of elastic energy at low temperatures has been

investigated. McCurdy’s effects in thermal conductivity of the

elastically anisotropic crystals in the Knudsen phonon gas flow

regime has been calculated. The influence of the phonon focusing

on the propagation and the phonon boundary scattering in samples

with square and rectangular cross sections has been analyzed.

A physical explanation of the McCurdy’s effects has been given.
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