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Введение

Перепутанность — важнейшее свойство квантовой

системы, позволяющее реализовать квантовые алгорит-

мы [1]. При этом очень важно знать, преобразуются

ли отдельные кубиты при выполняемых многокубито-

вых операциях независимо. Достаточным условием та-

кой независимости является возможность представления

матрицы квантового вентиля (канала) в виде тензорного

произведения матриц преобразования отдельных куби-

тов. В противном случае возникает вопрос о мере сте-

пени независимости преобразования кубитов, которая

позволяла бы сравнивать с этой точки зрения каналы

между собой. В качестве такой меры предлагается

использовать расстояние от матрицы данного вентиля

до подпространства матриц, являющихся тензорными

произведениями. Рассматриваемый вопрос очень важен

для описания многокубитовых квантовых каналов, где

матрица преобразования кубитов каналом играет роль

матрицы квантового вентиля. Интерес к данной задаче

усилился в последнее время в связи с изучением во-

проса о создании квантовых каналов через свободное

пространство (см., например, недавние эксперименты

по телепортации запутанности [2]). Если независимости

преобразования кубитов нет, то при передачи может

возникнуть изменение степени перепутанности, что на-

рушит правильную работу канала. Этот вопрос также

важен при анализе устойчивости квантовых алгоритмов

(например, [3–5]). Следует отметить, что степень неза-

висимости преобразования кубитов отражает несколь-

ко другое свойство канала, отличающееся от обыч-

но используемой точности воспроизведения запутанно-

сти [6,7]. Это показывает, в частности, простой пример

оператора SWAP, который не меняет запутанность, но не

преобразует кубиты независимо.
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Указанный выше параметр и предложенная в насто-

ящей работе процедура его определения могут быть

полезны и в других задачах. Если в качестве рассмат-

риваемой матрицы взять матрицу плотности многоку-

битового состояния, то ее расстояние от подпростран-

ства матриц плотности, являющихся матрицами плот-

ности отдельных кубитов, будет мерой перепутанности

данного многокубитового состояния [8–10]. Описанное
расстояние возникает и во многих других вопросах,

связанных с квантовым преобразованием информации,

таких как квантовые процессы [11], квантовая криптогра-
фия [12], квантовые фазовые переходы [13], квантовый
предел скорости [14], емкость квантового канала [15],
квантовая перепутанность и когерентность [16–18], за-
пись в квантовую память [19]. Математические аспекты

вопроса освещены в [20,21]. Рассматриваемое в работе

расстояние связано с известной теоремой Эккарта–
Янга–Мирского [22], описывающей приближение матриц

матрицами меньшего ранга. В частности, мы предла-

гаем модификацию этой теоремы и иную процедуру

вычисления расстояния. Мы используем разложение по

сингулярным числам [23,24]. Интересно, что подобная

задача может возникнуть и в классической компьютер-

ной науке, например, при сравнении кодов [25].

Основной результат

Введем оператор векторизации vec , который перево-

дит матрицу M в вектор vecM по следующему правилу:

vecM = (m′
1, . . . ,m′

p)
′,

где векторы m1, . . . ,mp есть столбцы матрицы M, штрих

обозначает операцию транспонирования с комплексным

сопряжением.

Возьмем две матрицы Bm×m, Cn×n и их тензорное

(кронекерово) произведение Rmn×mn = B ⊗C . Введем
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матрицу R, которая получается из R следующим обра-

зом:

Rm2×n2 = vecB(vecC)′.

Ясно, что матрица R состоит из тех же элементов,

что и Rmn×mn = B ⊗C, размещенных в другом поряд-

ке. Для выполнения данной операции с произвольной

матрицей Amn×mn, разбиваем ее на блоки размера m × n
и получаем Am2×n2 , следуя той же процедуре, что с

матрицей R. Основной математический результат мы

сформулируем в качестве математической теоремы.

Теорема 1. Для произвольной матрицы Amn×mn нор-

ма ‖ A − B ⊗C ‖ минимальна, если матрицы Bm×m и

Cn×n таковы, что vecB(vecC)′ = kbc ′. Здесь k = σ1 есть

максимальное из сингулярных чисел матрицы A(Am2×n2),
b = u1 и c = v1 — правый и левый сингулярные векторы

матрицы A, соответствующие сингулярному числу σ1.

Замечание. Что касается меры степени независимости

преобразования кубитов, то следует брать нормирован-

ное расстояние: ‖ A ‖−1‖ A − B ⊗C ‖. Для унитарных

матриц p × p: ‖ A ‖= √
p.

Обсуждение результатов

В качестве первого примера рассмотрим оператор

CNOT в стандартном базисе. Мы найдем матрицы B, C
размера 2× 2 такие, что их тензорное произведение

наиболее близко к матрице UCNOT :

UCNOT =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0









.

Соответственно

UCNOT =









1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 1 0









.

Для вычисления ‖ UCNOT − σ1u1v
′
1 ‖ строим сингуляр-

ное разложение на основе известной теоремы (следует
отметить, что разложение по сингулярным числам свя-

зано с разложением Шмидта, широко используемым в

квантовой теории информации).
Теорема 2. Для любой матрицы Am×n, существуют

унитарные матрицы U и V такие, что A = UλV ′, где

Am×n — матрицы с ненулевыми элементами на диаго-

нали λ j j = σ j , {σi}s
i=1 — сингулярные числа матрицы

Am×n. Здесь s — ранг A, матрицы Um×m и Vn×n —

две унитарные матрицы, образованные левыми ({ui}m
i=1)

и правыми ({v i}n
i=1) сингулярными векторами. Имеет

место следующее сингулярное разложение матрицы:

A =

s
∑

i=1

σi uiv i .

В случае CNOT имеем: σ1 = σ2 =
√
2, σ3 = σ4 = 0.

‖ UCNOT − σ1u1v1 ‖=
√
2.

Рассмотрим двухкубитовый оператор USWAP , который

отличается тем, что не порождает запутанность. Однако

он не преобразует кубиты независимо. Его матрица

USWAP =









1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1









.

В этом случае получается USWAP = USWAP , σ1 = σ2 =
= σ3 = σ4 = 1, ‖ USWAP − σ1u1v

′
1 ‖=

√
3.

Рассмотрим матрицу плотности для стандартного

двухкубитового чистого состояния:

|ψ >= a |00 > +b|01 > +c|10 > +d|11 >,

где |a |2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1. Критерий незапутанно-

сти в этом случае δ = ad − bc = 0. Значение |ad − bc|
можно рассматривать как меру запутанности. Матрица

плотности S такова: S = |ψ >< ψ|. Следуя нашей проце-

дуре, получаем

S∗ S =









A

[

A B̄
B C

]

B

[

A B̄
B C

]

B̄

[

A B̄
B C

]

C

[

A B̄
B C

]









=

[

A B
B̄ C

]

⊗
[

A B̄
B C

]

,

где A = |a |2+|b|2, C = |c|2+|d|2, B = ac̄ + bd̄, B̄ = c̄a +
+db̄. Соответственно собственные числа σi матрицы

4× 4 получаются как произведения собственных чи-

сел λ j матриц 2× 2:

λ1,2 = 2−1 ±
√

4−1 − AC + |B |2

= 2−1 ±
√

4−1 − |ad − bc|2.

Соответственно получаем расстояние ρ от подпростран-

ства незапутанных состояний:

ρ = 1− |σ1|4C1 + 2δ4 − δ2(σ 2
1 + σ 2

1 )C2

C2(|σ1|4 + δ) − 2δ2(σ 2
1 + σ 2

1 )
,

C1 = A4 + C4 + 4|B |2(AC + C2 + A2) + 2|B |4,
C2 = A2 + C2 + 2|B |2.

Естественно, для δ = 0 имеем ρ = 0, и наоборот, т. е.

наблюдается связь с обычно используемой мерой запу-

танности.

Рассмотрим применение нашего подхода к задаче

о волноводной реализации кубитов (например, [26]).
Кубит представляется электронным состоянием (вол-
ной) в двух слабо связанных (через малое отверстие)
квантовых волноводах. Положение электрона в первом

волноводе соответствует
”
0“, во втором —

”
1“. Из-за

связи волноводов имеем суперпозицию состояний. Рас-

смотрим систему двух кубитов, т. е. четырех волноводов
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W1
z12

W2
z23

W3
z34

W4

Рис. 1. Геометрия системы для волноводной реализации двух

кубитов: �i — квантовый волновод, z i j — отверстие связи

волноводов �i и � j .

(рис. 1). Вентиль в данном случае моделируется окном

связи z 23 (в зависимости от параметров этой связи

можем получать различные вентили). Для описания

системы используем модель щелей нулевой ширины,

в которой малые отверстия заменяются на точечные

по специальной процедуре в духе модели потенциалов

нулевого радиуса [27–29]. Этот подход базируется на

теории самосопряженных расширений симметрических

операторов [30]. В общих чертах схема такова. Исходный

самосопряженный оператор — ортогональная сумма

неймановских лапласианов для отдельных волноводов.

Мы сужаем оператор на множество функций, обнуляю-

щихся в выбранных граничных точках. Полученный опе-

ратор симметричен и имеет конечные индексы дефекта.

Дефектными элементами являются функции Грина для

волноводов с источниками в выбранных нами точках.

Модельный оператор получается как самосопряженное

расширение данного симметрического оператора. Мы

выбираем наиболее естественное расширение, в область

определения которого входят функции, имеющие непре-

рывную регулярную часть и отличающиеся по знаку

(с двух сторон от отверстия) сингулярности. Найдем в

рамках модели матрицу преобразования кубитов анали-

тически.

Рассмотрим одномодовый режим волноводов. Решение

модельной задачи рассеяния имеет вид































ψ1(z , k) + a12G1(z , z 12, k), z ∈ �1,

ψ2(z , k) − a12G2(z , z 12, k)+a23G2(z , z 23, k), z ∈ �2,

ψ3(z , k) + a34G3(z , z 34, k)−a23G3(z , z 23, k), z ∈ �3,

ψ4(z , k) − a34G3(z , z 34, k), z ∈ �4.

(1)

Здесь ψi — приходящая волна в �i , z =

(

x
y

)

. Волноводы

считаются одинаковыми. Соответственно одинаковы и

функции Грина Gi . Условия согласования в точках связи

дают














ψ1(z 12, k) + a12g = ψ2(z 12, k) + a23G − a12g,

ψ2(z 23, k) − a12G+a23g = ψ3(z 23, k) − a34G − a23g,

ψ3(z 34, k) + a34g − a23 = ψ4(z 34, k) − a34g.
(2)

Здесь

G = Gi(z 23, z 34, k),

g = lim
x→x j, j+1

(

Gi(z , z j, j+1, k) − Gi(z , z j, j+1, k0)
)

,

k0 — модельный параметр, который характеризует силу

связи через отверстие, k2
0 < 0. Из-за симметрии g и G

не зависят от i, j . Решения системы (2), a j, j+1, подстав-

ляются в (1). Учитывая известное выражение функции

Грина для волновода, получаем уходящие волны ψout
i .

Они связаны с приходящими волнами ψi матрицей

преобразования T :










ψout
1

ψout
2

ψout
3

ψout
4











= T











ψ1

ψ2

ψ3

ψ4











.

Таким образом, мы находим матрицу преобразования. Ее

элементы таковы:

t11 = 1 + c1c2(2k)−1, t12 = −c1c2(2k)−1,

t13 = c1(2k)−1, t14 = −c1(2k)−1,

t21 =

(

−c1c2 +
exp−ikL(1 + 2gc1c2)

G

)

(2k)−1,

t22 = 1−
(

−c1c2 +
exp−ikL(1 + 2gc1c2)

G

)

(2k)−1,

t23 = c1

(

−1 +
2g
G

exp−ikL

)

(2k)−1,

t24 = −c1

(

−1 +
2g
G

exp−ikL

)

(2k)−1,

t31 =

(

−1 + 2gc1c2

G
exp−ikL +

2g
G

+ c1c2c4

)

(2k)−1,

t32=

(

1 + 2gc1c2

G
exp−ikL− 2g

G2
− expikL

G
−c1c2c4

)

(2k)−1,

t33 = 1−
(

2gc1 exp
−ikL + expikL

G
− c1c4

)

(2k)−1,

t34 =

(

2gc1 exp
−ikL + expikL

G
− c1c4

)

(2k)−1,

t41 = −
(

2g
G

+ c1c2c4

)

(2k)−1,

t42 = −
(

expikL

G
− 2g

G2
− c1c2c4,

)

(2k)−1,

t43 = −
(

−expikL

G
+ c1c4,

)

(2k)−1, t44 =1 + c1c4(2k)−1.
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Здесь L — расстояние между z 12 и z 23 в продольном

направлении, т. е. x23 − x12,

c1 =
G2

4g(G2 − 2g2)
, c2 =

4g2 − G
G

,

c3 =
G2 − 2g2

G2
, c4 =

4g2 − G2

G2
.

Матрица T есть матрица преобразования (матрица
квантового вентиля) в нашем подходе. Нормированное

расстояние d от подпространства тензорных произве-

дений находим численно. В рассматриваемой системе

ситуация с реализуемой операцией зависит от волнового

числа k . Эта зависимость показана на рис. 2. На графике

выбраны безразмерные единицы. Все волноводы имеют

одинаковую ширину L = 1.

0 1 2 3 4

d

0

0.1

0.2

0.3

0.4

k

Рис. 2. Расстояние d матрицы квантового вентиля до подпро-

странства тензорных произведений как функция от волнового

числа k (единицы безразмерные): k0 = i , L = 1, x12 = x34 = 0,

x23 = 2.

0 62 8 10

d

0

0.1

0.2

0.3

0.4

x

4

Рис. 3. Расстояние d матрицы квантового вентиля до подпро-

странства тензорных произведений как функция от расстояния

x между отверстиями связи (единицы безразмерные): k0 = i ,
L = 1, x12 = x34 = 0, x23 = x , k = 2.

Зависимость расстояния матрицы квантового вентиля

до подпространства тензорных произведений от поло-

жения отверстия связи x23 = x показана на рис. 3.

Ярко выраженные осцилляции показывают возможность

управления степенью независимости преобразования ку-

битов за счет изменения параметров системы.

Доказательство теоремы

Построим матрицы R, R, A в соответствии с описан-

ной выше процедурой. Пусть vecB(vecC)′ = kbc ′, где

‖ bm2×1 ‖=‖ cn2×1 ‖= 1, k — нормирующий множитель.

Рассмотрим разложение по сингулярным числам для

матрицы A:

A =

s
∑

i=1

σi uiv i,

где s = rank A, σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σs > 0 — сингулярные

числа матрицы, расположенные в убывающем порядке,

ui — ортонормированные векторы размера m2, ‖ ui ‖= 1,

v i — ортонормированные векторы размера n2, ‖ v i ‖= 1.

Тогда

ρ =‖ A − vecB(vecC)′ ‖=
∥

∥

∥

∥

s
∑

i=1

σi uiv i − kbc ′

∥

∥

∥

∥

.

Мы рассматриваем норму Фробениуса для матрицы M :

‖ M ‖F=

√

√

√

√

m
∑

i=1

n
∑

j=1

a2
i j,

которая имеет следующее известное свойство:

‖ M ‖2F= tr(MM ′) = tr(M ′M),

где tr(M) — след матрицы M,M ′ — транспонированная

матрица M . Рассмотрим

ρ2 =

∥

∥

∥

∥

s
∑

i=1

σi uiv
′
i − kbc ′

∥

∥

∥

∥

2

= tr

(( s
∑

i=1

σi uiv
′
i − kbc ′

)

×
( s

∑

i=1

σi uiv
′
i − kbc ′

))

= tr

( s
∑

i=1

s
∑

j=1

σiσ jv i u
′
iu jv j′

− kcb′

s
∑

i=1

σi uiv
′
i −

( s
∑

i=1

σiv iu
′
i

)

kbc ′ + k2cb′bc ′

)

= tr

( s
∑

i=1

σ 2
i −kcb′

s
∑

i=1

σi uiv
′
i−

( s
∑

i=1

σiv i u
′
i

)

kbc ′+k2

)

.

Учитывая свойства следа матрицы, получаем

ρ2 =

s
∑

i=1

tr(σ 2
i ) − k

s
∑

i=1

σi tr(cb′v iu
′
i)

− k
s

∑

i=1

σi tr(v i u
′
ibc ′) + tr(k2) =

s
∑

i=1

σ 2
i

− k
s

∑

i=1

σi tr(cb′v i u
′
i) − k

s
∑

i=1

σi tr(v i u
′
ibc ′) + k2.
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Заметим, что tr(v i u′
i bc ′)= tr(v i u′

i bc ′)= tr
(

(bc ′)(v i u′
i)
)

=
= tr(cb′v i u′

i). Имеем

ρ2 =
s

∑

i=1

σ 2
i − 2k

s
∑

i=1

σi tr(cb′v i u
′
i) + k2.

Пусть c = [c l]
n2
l=1, b = [b j ]

m2

j=1, ui = [ui
j ]

m2

j=1, v i = [v i
l ]

n2
l=1.

Тогда

cb′uiv
′
i =

[

c lv
i
t

m2

∑

j=1

b j u
i
j

]n2

l,t=1

.

Приходим к выражению

ρ2 =

s
∑

i=1

σ 2
i − 2k

s
∑

i=1

(

σi

n2
∑

l=1

(v i
l c l)

m2

∑

j=1

(b j u
i
j)

)

+ k2

=

s
∑

i=1

σ 2
i − 2k

s
∑

i=1

σi(σiv
′
i cb′ui) + k2. (3)

Рассмотрим это выражение как функцию от k . Она имеет
минимум при

k =
s

∑

i=1

(σiv
′
icb′ui).

Подставляя это значение в (3), получаем

s
∑

i=1

σ 2
i −

( s
∑

i=1

(σiv
′
i cb′ui)

)2

.

Это выражение минимально, если
s

∑

i=1

σi |v ′i cb′ui | мак-

симально. Из-за упорядоченности сингулярных чисел

имеем
s

∑

i=1

σi |v ′icb′ui | ≤
s

∑

i=1

σ1|v ′icb′ui |.

Благодаря неравенству Гельдера получаем

|v ′ic|2 ≤‖ v ′i ‖2‖ c ‖2= 1.|b′ui |2 ≤‖ b′ ‖2‖ ui ‖2= 1.

Значит, |v ′i cb′ui | = 1 для c = v1, b = u1. σ1 — макси-

мальное сингулярное число, поэтому
s

∑

i=1

σ1|v ′i cb′ui |
максимально при k = σ1, c = v1, b = σ1.

Итак, для заданной матрицы Amn×mn норма

‖ A − B ⊗C ‖ минимальна, если матрицы Bm⊗m и

Cn⊗n выбраны так, что vecB(vecC)′ = σ1u1v
′
1.

Эта норма такова

‖ A − B ⊗C ‖=‖ A − vecB(vecC)′ ‖=‖ A − σ1u1v
′
1 ‖ .

Эта норма и дает расстояние от матрицы Amn×mn до

подпространства матриц, являющихся тензорными про-

изведениями матриц размеров m × m и n × n.

Работа частично поддержана Правительством Рос-

сийской Федерации (грант 074-U01), грантом 16-11-

10330 РНФ.
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