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Показано, что в изоэнтропически неустойчивой тепловыделяющей плаз-

ме возможно биэкспоненциальное усиление альфвеновских волн. Усиление

происходит благодаря параметрической перекачке энергии к альфвеновским

волнам от быстрых магнитоакустических волн, направленных ортогонально

альфвеновским волнам.
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Перенос энергии из нижних слоев солнечной атмосферы альф-

веновскими волнами давно рассматривается как один из возможных

механизмов нагрева солнечной короны. Причиной этого является то,

что альфвеновские волны не образуют резкого ударного фронта из-

за своей несжимаемости, в результате чего могут распространять-

ся на большие расстояния без существенного затухания. Согласно

волновой модели нагрева солнечной короны, мощные альфвенов-

ские волны в короне параметрически распадаются на альфвенов-

ские волны меньшей частоты и магнитоакустические (МА) волны,

которые быстро диссипируют, приводя таким образом к ее нагре-

ву [1].

Альфвеновские волны с энергией, достаточной для разогрева спо-

койной солнечной короны и ускорения солнечного ветра, были зафик-
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сированы сравнительно недавно [2]. Природа возникновения подобных

альфвеновских волн в нижних слоях атмосферы до сих пор не вы-

яснена полностью. Одним из возможных механизмов возникновения

альфвеновских волн большой амплитуды является параметрическая

перекачка энергии от сильных МА-волн к слабым альфвеновским.

Пример такого взаимодействия был рассмотрен в работах [3,4], где

показано, что в изоэнтропически неустойчивой тепловыделяющей

плазме в областях с доминирующим газодинамическим давлением

возможно эффективное усиление альфвеновских волн в результате

параметрического распада МА-волн, распространяющихся вдоль маг-

нитного поля. Другим примером подобного параметрического взаи-

модействия является взаимодействие между быстрыми МА-волнами,

ориентированными ортогонально направлению магнитного поля, и

альфвеновской волной, распространяющейся вдоль магнитного по-

ля [5,6]. Механизм данного взаимодействия, названного в [5] свинг-

волновым взаимодействием (swing wave-wave interaction), заключает-

ся в том, что МА-волна влияет на компоненту магнитного поля,

вдоль которой распространяется альфвеновская волна, тем самым

периодически воздействуя на скорость распространения альфвеновской

волны.

В настоящей работе рассмотрено влияние тепловыделения и конеч-

ной электрической проводимости на развитие свинг-волнового взаимо-

действия.

Рассмотрим полностью ионизированную плазму, описываемую си-

стемой магнитогидродинамических уравнений

∂B

∂
= rot[v×B] +

c2

4πσ
1B, ρ

(

∂v

∂t
+ (v∇)v

)

= −∇P −
1

4π
[B× rotB],

∂ρ

∂t
+ divρv = 0,

C∞ρ

(

∂T
∂t

+ (v∇)T

)

−
kBT
m

(

∂ρ

∂t
+ (v∇)ρ

)

= −ρJ(ρ, T) +
j 2

σ
,

P =
kBTρ

m
, j =

c
4π

∇× B. (1)
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В (1) ρ, T , P — плотность, температура и давление в плаз-

менной среде соответственно, v, B — векторы скорости и магнит-

ного поля соответственно, kB — постоянная Больцмана, CV∞
—

высокочастотная теплоемкость при постоянном объеме, m — сред-

няя масса молекулы, j — вектор плотности электрического тока,

c — скорость света в вакууме, σ — коэффициент электрической

проводимости, J(ρ, T) = L(ρ, T) − Q(ρ, T) — обобщенная функция

тепловых потерь, широко применяемая при исследовании тепло-

вых неустойчивостей начиная с пионерских работ [7,8]. Эта функ-

ция феноменологически учитывает как мощность охлаждения в сре-

де в расчете на единицу объема L(ρ, T) (например, излучатель-

ной природы), так и мощность нагрева среды Q(ρ, T) в резуль-

тате различных экзотермических процессов. В стационарных усло-

виях считается, что отток энергии уравновешен притоком тепла,

т. е. J(ρ0, T0) = 0. Известно, что в тепловыделяющих средах магни-

тоакустические и акустические волны могут стать неустойчивыми и

усиливаться. Альфвеновские волны остаются при этом устойчивыми

[9–15]. Условием усиления МА-волн в идеальной тепловыделяющей

плазме является условие изоэнтропической (акустической) неустойчи-

вости

J0p

(γ∞ − 1)
+ J0T < 0, J0T =

T0
Q0

(

∂J

∂T

)

ρ=ρ0,T=T0

,

J0ρ =
ρ0

Q0

(

∂J

∂ρ

)

ρ=ρ0,T=T0

. (2)

Анализируя систему (1), будем считать, что невозмущенное магнит-

ное поле B0 направлено вдоль оси z, а исследуемая среда ограничена

вдоль оси x (l — размер среды в направлении оси x). Зависимостями

возмущений параметров среды и магнитного поля от координаты y
пренебрежем (∂/∂y = 0). В этом случае в линейном приближении маг-

нитоакустические и альфвеновские волны можно описывать независимо.

Для быстрой МА-волны, ортогональной вектору B0, после линеариза-

ции (1) относительно возмущений (ρ = ρ0 + ρ′, Bz = B0 + bz, . . . , где
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ρ′/ρ0 ∼ bz/B0 ∼ · · · ∼ θ ≪ 1) получаем

∂bz

∂t
= −B0

∂v ′

x

∂x
+

c2

4πσ

∂2bz

∂x2
, ρ0

∂v ′

x

∂t
= −

∂

∂x

(

P′ +
B0bz

4π

)

,

∂ρ′

∂t
= −ρ0

∂v ′

x

∂x
,

CV∞ ρ0
∂T ′

∂t
−

kBT0
m

∂ρ′

∂t
+ ρ0J0ρρ

′ + ρ0J0TT ′ = 0,

T ′ =
m

kB ρ0
P′ −

mP0

kBρ
2
0

ρ′.

(3)

Полученную систему можно свести к одному уравнению

CV∞

[

∂2

∂t2

(

∂2

∂t2
−

(

c2
∞

+ c2
a

)∂2bz

∂x2

)

−
c2

4πσ

∂3

∂x2∂t

(

∂2bz

∂2
− c2

∞

∂2bz

∂x2

)]

+
CV0

τ0

[

∂

∂t

(

∂2bz

∂t2
−

(

c2
0 + c2

a

)∂2bz

∂x2

)

−
c2

4πσ

∂2

∂x2

(

∂2bz

∂r 2
− c2

0

∂2bz

∂x2

)]

=0,

(4)
которое в низкочастотном (ωτ0 ≪ 1) и высокочастотном (ωτ0 ≫ 1) пре-
делах сводится к более простым по форме уравнениям соответственно

∂2bz

∂t2
−

(

c2
0 + c2

a

)∂2bz

∂x2
−

(

c2
aνm

(c2
0 + c2

a)
+

ξ0

ρ0

)

∂3bz

∂t∂x2
= 0, (5)

∂2bz

∂t2
−

(

c2
∞

+ c2
a

)∂2bz

∂x2
−

c2
aνm

(c2
∞

+ c2
a)

∂3bz

∂x2∂t

+
ξ0C2

V0

ρ0(c2
a + c2

∞
)C2

V∞
τ 2
0

∂bz

∂t
= 0, (6)

где τ0 = kBT0/mQ0 — характерное время нагрева, CP∞ = CV∞ +
+kB/m, CP0 = kB(J0T − J0ρ)/m — соответственно высокочастот-

ная и низкочастотная теплоемкости при постоянном давлении,

CV0 = kBJ0T/m — низкочастотная теплоемкость при постоянном объ-

еме [9,11], c2
∞

= CP∞kBT0/mCV∞ и c2
0 = CP0kBT0/mCV0 — квадраты

высокочастотной и низкочастотной скоростей звука соответственно,

νm = c2/4πσ — магнитная вязкость, ξ0 = τ0ρ0CV∞(c2
∞

− c2
0)/CV0 —
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низкочастотный коэффициент второй вязкости, c2
a = B2

0/4πρ0 — квадрат

альфвеновской скорости. При выполнении условия изоэнтропической

неустойчивости (2) коэффициент второй вязкости становится отрица-

тельным [11,13–15].

Уравнения (5) и (6) имеют аналитические решения в виде слабо

диссипирующей стоячей волны

v ′

x = εc f 0,∞ sin(ωnt) sin(knx) exp(−α0,∞t),

ρ′ = ερ0 cos(ωnt) cos(knx) exp(−α0,∞t),

bz = εB0 cos(ωnt) cos(knx) exp(−α0,∞t).

(7)

В (7) c f 0,∞ =
√

c2
a + c2

0,∞ — фазовая скорость быстрой МА-волны,

kn = πn/l (n = 1, 2, . . . ), ωn = c f 0,∞kn — собственные числа и соб-

ственные частоты плазменного слоя, α0 = ξ0k2
n/2ρ0 + c2

aνmk2
n/2(c

2
0 + c2

a)

и α∞ = ξ0C2
V0/2ρ0(c

2
a + c2

∞
)C2

V∞
τ 2
0 + c2

aνmk2
n/2(c

2
∞

+ c2
a) — низкоча-

стотный и высокочастотный декременты затухания (или нарастания во

времени при выполнении условий (2)) соответственно [14], ε ∼ θ — от-

носительная амплитуда возмущений в МА-волне. Решение (7) получено

в предположении слабого усиления за период, т. е. |α0,∞/ωn| ∼ θ ≪ 1

(в дальнейшем опустим нижний индекс при α).

Рассмотрим теперь нелинейное влияние рассмотренной быстрой

магнитоакустической волны, возбуждаемой каким-то внешним воздей-

ствием на плазменный слой, на альфвеновскую волну, распространяю-

щуюся вдоль магнитного поля (ось z). Согласно методике, предложен-

ной в [5,6], преобразуем исходную систему (1) к следующим уравнени-

ям, учитывающим как нелинейное взаимодействие альфвеновских волн

с быстрыми МА-волнами, так и их слабую диссипацию, обусловленную

конечной проводимостью:

∂by

∂t
=

(

B0 + bz

)∂v ′

y

∂z
− by

∂v ′

x

∂x
+ νm

∂2by

∂z2
,

(

ρ0 + ρ′
)∂v ′

y

∂t
=

(bz + B0)

4π

∂by

∂z
. (8)
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Уравнения (8) сводятся к уравнению, описывающему эволюцию

возмущенной y-компоненты магнитного поля в альфвеновской волне:

∂2by

dt2
−

2ḃz

B0

∂by

∂t
−

b̈z

B0

by −

[

(ρ0 − ρ′)B2
0 + 2B0ρ0bz

4πρ2
0

]

×
∂2by

∂z2
− νm

∂3by

∂z2∂t
= 0, (9)

где ḃz, b̈z — первая и вторая производные по времени от возмущен-

ного поля в быстрой МА-волне. Введение в (9) замены переменных

by = hy(z, t) exp(bz/B0) и отбрасывание слагаемых высших параметров

малости приводят к уравнению

∂2hy(z, t)
∂t2

− c2
a

(

1 +
bz

B0

)

∂2hy(z, t)
∂z2

− νm
∂3hy(z, t)
∂z2∂t

= 0. (10)

Из уравнения (10) видно, что влияние быстрой МА-волны на

альфвеновскую волну состоит в слабом изменении скорости последней.

Применение преобразования Фурье hy(z, t) =
∫

h̃y(kz, t) exp(ikzz)dkz к

(10) позволяет получить дифференциальное уравнение, описывающее

влияние МА-волны на амплитуду альфвеновской волны:

∂2h̃y(kz, t)
∂t2

+ νmk2
z
∂h̃y(kz, t)

∂t
+

[

ω2
a + δ exp(−αt) cos(ωnt)

]

h̃y(kz, t).

(11)
В (11) использовано обозначение δ = εc2

ak2
z cos(knx), где координата

x играет роль параметра. Полученное уравнение без учета конечной

проводимости и тепловыделения в плазме сводится к уравнению Матье,

используемому при анализе параметрического взаимодействия быстрых

МА-волн и альфвеновской волны в [5].
С помощью метода многих масштабов, основанного на пред-

ставлении времени и искомой функции в виде рядов t = t0 + θt1 +
+θ2t2 . . . и h̃y = h0 + θh̃1 + θ2h̃2 . . . , получим в условиях резонанса

cakz = ωa = ωn/2 следующее решение:

h̃y ≈ h̃y0 exp

(

−νmk2
zt

2

)

[

cosh
(

9(t)
)

cos(ωat) − sinh
(

9(t)
)

sin(ωat)
]

,

9(t) =
δ
(

1− exp(−αt)
)

2αωn
. (12)
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Решение (12) при νm, α = 0 совпадает с полученным в [5]. Из (12)

следует, что в отсутствие тепловыделения и проводимости происходит

экспоненциальный рост амплитуды альфвеновской волны в результате

взаимодействия с быстрой волной с параметрическим инкрементом

|δ|/2ωn. Учет конечной проводимости приводит к пороговому условию

возникновения параметрического усиления |δ| > ωnνmk2
z и ограниче-

нию на время существования параметрического усиления t < tch, где

tch =
[

φ + W
(

−φ exp(−φ)
)]

/α, W — так называемая функция Ламберта,

φ = |δ|/ωnνmk2
z .

В случае изоэнтропически неустойчивой тепловыделяющей среды

(2), в которой инкремент α < 0, при t > tch происходит беспорого-

вое параметрическое усиление альфвеновской волны. В этом случае,

согласно виду функции 9(t), параметрический инкремент сам растет

экспоненциально со временем, в результате чего амплитуда альфвенов-

ской волны растет биэкспоненциально из-за параметрического взаимо-

действия с неустойчивой быстрой МА-волной. Подобные результаты

для коллинеарной геометрии взаимодействия магнитогазодинамических

волн были получены ранее в [3,4].

Таким образом, учет конечной проводимости приводит к появлению

порогового условия и ограничению времени существования предска-

занного в [5] параметрического усиления альфвеновских волн. Учет

тепловыделения в среде приводит либо к дополнительному затуханию

быстрых МА-волн и уменьшению времени существования парамет-

рического усиления, либо в условиях изоэнтропической неустойчи-

вости, наоборот, к их усилению, сопровождающемуся в результате

параметрического резонанса биэкспоненциальным ростом амплитуды

альфвеновской волны. Ограничением этого роста будет не учитываемая

в настоящем слабонелинейном рассмотрении потеря энергии МА-волны

в результате параметрической перекачки энергии в альфвеновскую

волну.

Работа частично поддержана Министерством образования и науки

РФ в рамках программы повышения конкурентоспособности СГАУ на

2013–2020 гг. и государственного задания вузам и научным организа-

циям в сфере научной деятельности (проект № 3.1158.2017/ПЧ) и

РФФИ (грант 17-42-630224 р_a).
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