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Динамика волнового пакета типа
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В работе показано, что в цилиндрическом световоде с пространственно-временно́й неоднородностью,

формируемой бегущей волной показателя преломления, может быть реализована сильная и сверхбыстрая

модуляция туннелирующего волнового пакета типа
”
моды шепчущей галереи“. Показано, что соответствую-

щие световоды могут быть использованы для эффективной генерации пико- и субпикосекундных лазерных

импульсов.
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Введение

Известно, что под волновым пакетом (ВП) типа

моды шепчущей галереи (МШГ), как правило, подра-

зумевается волна, распространяющаяся вдоль экватора

микросферы и многократно отражающаяся от сфери-

ческой границы стекло-воздух [1–4]. Подобные волны

могут возбуждаться также в бочкообразных участках

световолокна [5,6] и в цилиндрических световодах [7].
В последнем случае они называются туннелирующими

модами [8]. Подобного рода ВП распространяется внут-
ри стеклянного световода-цилиндра по спирали с посто-

янным шагом. Среди особенностей туннелирующих волн

типа МШГ важным является тот факт, что продольная

(вдоль оси световода) групповая скорость подобного

рода ВП может быть сколь угодно меньше скорости

света в вакууме [9–12].
В этой связи нам представляется интересным рассмот-

рение динамики волнового пакета типа
”
туннелирующей

волны“ в световодах с реализуемой бегущей волной

показателя преломления (БВПП), синхронизованной с
распространяющимся излучением [13–16]. Соответству-
ющее динамическое изменение показателя преломления

в световоде относительно легко может быть реализовано

при возбуждении в нем акустической волны [17,18],
либо при размещении вдоль световода модуляторов

показателя преломления [19,20].
В настоящей работе рассматривается распростра-

нение поверхностных волн, медленно туннелирующих

вдоль световода. Исследуется ситуация, когда в светово-

де реализована бегущая волна показателя преломления

(БВПП), и фазовая скорость этой волны совпадает
с продольной составляющей групповой скорости по-

верхностной волны. Показано, что в соответствующих

световодах с динамически изменяющимся показателем

преломления возможна сильная модуляция и спектраль-

ное уширение ВП (при сохранении линейности чирпа)
на длинах менее 10 c.

Волновое поле поверхностной
туннелирующей волны

При введении света в цилиндрический волновод под

некоторым углом к образующей цилиндра (рис. 1) по-

верхностная волна в общем случае распространяется по

спиральной траектории [21]. Продольная составляющая

волнового вектора такой волны kz = (k2 − k2
r )

1/2, где

k = k0n(ω), k0 = ω/c , ω и c — частота и скорость света

в вакууме, n(ω) — показатель преломления материа-

ла световода, kr — радиальная компонента волнового

вектора. Если угол ввода волны в световод достаточ-

но близок к нормали (по отношению к образующей),
то распространение волны вдоль его оси существенно

замедляется. Такие сверхмедленные волны получили

название туннелирующих. Подобные волны могут быть

также получены в неоднородном световоде с плавно из-

меняющимся диаметром. При этом должно выполняться

равенство kr a = const, где a — диаметр волновода, в

общем случае зависящий от продольной координаты z ,
что дает дополнительную возможность управления па-

раметром kr и как следствие параметром kz . Так, в

световоде с уменьшающимся диаметром в результате

x

y

z
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Рис. 1. Призменный ввод луча в цилиндрический световод и

его траектория типа МШГ [21].

410



Динамика волнового пакета типа "моды шепчущей галереи"в световоде с бегущей волной... 411

увеличения радиальной составляющей волнового числа

можно уменьшить (вплоть до нуля) продольную состав-

ляющую групповой скорости.

В дальнейшем мы рассматриваем случай поверхност-

ной волны, медленно туннелирующей (со скоростью

Vz ≪ c) вдоль оси z (поэтому kz ≪ k ∼ kr ) в световоде с
изменяющимся по длине диаметром a(z ). В этом случае

волновое электрическое поле волны можно представить

в виде

E(z , r, t, ϕ) = A(z , t)8(r, z , ϕ) exp

(

iωt − i

z
∫

0

kz (z )dz

)

,

(1)
где A(z , t) — медленно меняющаяся амплитуда, описы-

вающая продольное (вдоль оси z ) распределение поля

туннелирующей волны, а функция 8(r, z , ϕ) определяет

радиальную и азимутальную зависимости поля в свето-

воде. В квазилинейном приближении для однородного

цилиндрического световода эту функцию при r ≤ a для

азимутальной моды m-го порядка можно записать [17]
в виде

8m(r, ϕ) = 80 Ai
[

3
√
2m2(1− r/a) − λm

]

exp(imϕ), (2)

где Ai[. . .] — функция Эйри первого рода, λm —

соответствующий корень функции Эйри [13,22], ϕ —

угол между осью x и радиусом-вектором r ; при r > a
полагаем 8m(r, ϕ) → 0.

Динамика временно́й огибающей волнового пакета в

таком световоде описывается уравнением

∂A
∂z

+ V−1
z

∂A
∂t

− iDz
∂2A
∂t2

= GA, (3)

где введены продольная (вдоль оси z ) скорость волны,

дисперсия групповых скоростей (ДГС) и инкремент

усиления:

Vz (z ) ≃ γ
∂ω

∂k
, Dz (z ) ≃ 1

γ

∂2k
∂ω2

, G(z ) ≃ 1

γ
(g − β′′).

(4)
Здесь g и β′′ — материальный параметр усиления и

декремент затухания световода, γ(z ) = (1− k2
r/k2)1/2 —

параметр продольного замедления туннелирующей вол-

ны.

Отметим, что потенциально большая площадь поверх-

ности активного световода делает удобным создание

инверсии за счет боковой накачки световода (и делает

возможным использование мощных источников накач-

ки). Это обеспечивает инверсию в большом объеме

активной (усиливающей) среды и, как следствие, полу-

чение больших значений эффективного усиления G(z )
на единицу длины световода.

Уравнения взаимодействия
туннелирующего импульса с БВПП

Будем считать, что в световоде распространяется

БВПП, в которой показатель преломления среды изме-

няется по закону

n(t, z ) = n0[1− b cos(�t − qz )], (5)

где � — частота модуляции, q = 2π/3 — волновое чис-

ло, 3 — период, Va = �/q — фазовая скорость БВПП,

b = 1n/n0 — глубина модуляции, 1n — максимальное

изменение показателя преломления. Если в световоде

возбуждена акустическая волна и ее фазовая скорость

Va ≈ 6 · 103 m/s, то для синхронизации акустической и

поверхностной волны параметр продольного замедле-

ния должен быть порядка величины γ ≈ Va/(c/n). Для
кварцевого световода со стандартным значением n ≈ 1.5

для синхронизации туннелирующего ВП и БВПП необ-

ходимо, чтобы γ ≈ 3 · 10−5 . При этом глубина модуля-

ции показателя преломления может достигать значений

|b| = 3 · 10−4 [22].
Рассмотрим однонаправленное распространение

БВПП и частотно-модулированного (ЧМ) гауссова

импульса с начальными параметрами [23,24]:

A(t, z = 0) = A0 exp
(

−(τ −2
0 + iC0)t

2/2
)

, (6)

где A0 =
√

P0, P0 — мощность вводимого в световод

излучения, τ0 = τu(0) и C0 — начальные длительность

и скорость ЧМ (чирп) импульса. При Vz ≈ Va между

поверхностной
”
туннелирующей“ волной и БВПП про-

исходит сильное резонансное взаимодействие. В этом

случае уравнение, описывающее динамику медленно

меняющейся амплитуды продольного распределения по-

ля туннелирующей волны с учетом ее взаимодей-

ствия с БВПП, в координатах бегущего времени

τ = t −
z
∫

0

dz/Vz(z ) можно представить в виде

∂A
∂z

− iDz
∂2A
∂τ 2

− GA = ikbγ−1 cos[�(τ − δτ )]A, (7)

где параметр δτ = (V−1
a −V−1

z )z характеризует вре-

менную отстройку, связанную с разностью групповой

скорости импульса и скорости БВПП. Для импульсов

с длительностью τu|�| ≪ 1 и достаточно малой отстрой-

кой |δτ | ≈ (10−10−10−11) s в правой части уравнения (7)
можно использовать разложение

cos[�(τ − δτ )] ≈ 1−�2(τ − δτ )2/2. (8)

С учетом этого разложения уравнение (7) принимает

вид

∂A
∂z

= iDz
∂2A
∂τ 2

− GA = i(S1 + S2τ + S3τ
2)A, (9)

где функции S j(z ) определены следующими выражения-

ми:

S1 = bkγ−1(1−�2δτ 2/2), S2 = bkγ−1�2δτ ,

S3 = −bkγ−1�2/2.

Отметим, что при S2 → 0 возникает полная синхро-

низация волн, которая достижима в случае точного

выбора угла ввода излучения в световод (либо подбора

параметра γ).
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Формирование локализованных ВП

Рассмотрим подробнее динамику изначально спек-

трально ограниченных (т. е. C0 = 0) импульсов типа

МШГ в рассматриваемых цилиндрических световодах.

Перепишем уравнение (9) в виде

∂B
∂z

− iDz
∂2B
∂τ 2

n
= iS3τ

2
n B, (10)

где введены амплитуда

B = A exp

(

−i

z
∫

0

(S1 − S2
2/4S3 − iG)dz

)

и
”
бегущее“ время в параболической потенциальной

яме τn = τ + (S2/2S3). Полученное уравнение хорошо

известно как уравнение для гармонического осциллято-

ра [25].
Соответствующее уравнение при S3/Dz < 0 и Dz < 0

имеет солитоноподобные решения типа функций гармо-

нического осциллятора [13,25]:

B(z , τn) = B0 exp

(

− τ 2
n

2τ 2
u

)

Hi(τn/τu)

× exp

(

i

z
∫

0

√

−Dz S3(z )/2dz

)

, (11)

где Hi(τ ) — полином Чебышева−Эрмита l-го порядка,

определяемый соотношением:

Hl(3) =
(−1)l

√√
π2l l!

exp(32)
d l

d3l

(

exp(−32)
)

, (12)

а 3 = τn/τu. Выражение (11) представляет собой распро-

страняющийся вдоль оси z солитоноподобный импульс с

длительностью τu ≃ (−Dz /2S3)
1/4 и энергией

W (z ) = W0 exp

[

2

z
∫

0

G(z )dz

]

, (13)

где W0 — энергия вводимого в световод ВП. Отме-

тим, что в рассматриваемом случае солитоноподобный

импульс может быть получен и в среде с нормальной

дисперсией, т. е. при Dz > 0. Соответствующий режим

реализуется в случае S3 < 0 (при b > 0), что соответ-

ствует синхронизации ВП с минимумом в зависимости

n(t, z ) в БВПП. Данное обстоятельство делает подобно-

го рода ВП более устойчивым по отношению к влиянию

модуляционной неустойчивости [23,24].

Сверхсильная модуляция
поверхностного ВП

Практический интерес представляет такой режим ди-

намики ВП, при котором S3/Dz > 0. Рассмотрим ди-

намику изначально частотно-модулированного ВП, для

которого начальный чирп C0 отличен от нуля. В этом

случае амплитуду огибающей ВП можно представить

в виде

A(z ) = B(z ) exp
[

i
(

ξ(z )τ + α(z )τ 2
)

]

, (14)

где ξ — изменение в поле БВПП скорости максимума

огибающей, вызванное расстройкой групповой скоро-

сти частотно-модулированной волны и скорости БВПП,

α — скорость наведенной БВПП частотной модуляции.

Подставим выражение (14) в уравнение (7). В резуль-

тате для введенных параметров приходим к следующей

системе уравнений:

∂B
∂z

+ 2Dz (ξ + 2ατ )
∂B
∂τ

− iDz
∂2B
∂τ 2

= i(S1 − ξ2Dz + 2iαDz )B, (15а)

∂ξ

∂z
+ 4αDz ξ = S2, (15б)

∂α

∂z
+ 4Dzα

2 = S3. (15в)

Далее с помощью подстановки

B = B̄ exp

[

i

z
∫

0

(S1 − ξ2Dz + 2iαDz )dz

]

(16)

уравнение (15a) преобразуется к виду

∂B̄
∂z

− iDz (z ) f 2(z )
∂2B̄
∂τ ′2

= 0, (17)

где введены параметр

f (z ) = exp

(

−4

z
∫

0

Dz (z )α(z )dz

)

(18)

и нормированное бегущее время

τ ′(z ) ≡ f (z )τ − 2

z
∫

0

f (z )Dz (z )ξ(z )dz . (19)

Решение уравнения (17) с начальным условием (6)
можно представить в виде

B̄(τ ′, z ) = A0F−1/2(z ) exp

[

− (τ −2
0 + iC0)τ

′2

2F(z )

]

, (20)

где введены обозначения

F(z ) = 1− 2g(z )(C0 − iτ −2
0 ), g(z ) =

z
∫

0

Dz (z ) f 2(z )dz .

В предположении ξ = 0 и S2 = 0 (когда групповая

скорость ВП и скорость БВПП равны и, как следствие,

Оптика и спектроскопия, 2018, том 124, вып. 3
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δτ = 0) получаем выражения для длительности ЧМ

импульса:

τu(z ) =
τ0

f (z )

√

(

1− 2C0g(z )
)2

+
4g2(z )

τ 4
0

, (21)

и его реального чирпа:

Cef(z ) = C̄(z ) − 2α(z ), (22)

где величина

C̄(z ) =
C0 − 2(C2

0 + τ −4
0 )g(z )

(

1− 2C0g(z )
)2

+ 4τ −4
0 g2(z )

. (23)

Скорость наведенной БВПП частотной модуляции

α(z ) в выражении (22) может быть найдена из решения

уравнения (15в). Для случая Dz S3 > 0 получаем

α = ±
√

S3

4Dz
th

(

2
√

S3Dz z
)

, (24)

где знак
”
+“ соответствует S3 > 0 и синхронизации

импульса с максимумом показателя преломления в

БВПП при нормальной материальной дисперсии свето-

вода Dz > 0, а знак
”
−“ соответствует S3 < 0 и синхро-

низации импульса с минимумом показателя преломле-

ния в БВПП при аномальной материальной дисперсии

световода Dz < 0.

Полученные решения показывают, что при взаимо-

действии
”
медленного“ ВП с БВПП возможна его

сверхбыстрая модуляция при сохранении линейности

чирпа и большой ширине спектра. Это в свою оче-

редь позволяет обеспечить дальнейшее сжатие импульса.

Так, при положительном значении чирпа сжатие можно

осуществить на дифракционных решетках. Если же у

импульса сформировался отрицательный чирп, то для

его дальнейшего сжатия может быть использован обыч-

ный световод с нормальной материальной дисперсией. В

обоих случаях длительность импульса после компрессии

(когда импульс становится спектрально ограниченным

с Cef → 0) определяется соотношением [15,23]:

τmin = τu(z )
/

√

1 + C2
ef(z )τ 4

u (z ) ∼= 1/2|α(z )|τ 2
u (z ). (25)

Из приведенных соотношений следует, что при ис-

ходной длительности вводимого в световод-модулятор

спектрально ограниченного (C0 = 0 и α0 = 0) импульса

с τ0 = 10−11 s, глубиной и частотой модуляцией БВПП

bk ∼ ±2 · 102 m−1, � ∼ 3 · 109 s−1, γ ∼ 10−5 и эффектив-

ной ДГС |Dz | = (10−21−10−22) s2/m скорость частотно-

модулированного импульса на длине цилиндрического

световода-модулятора z ∼ 1 см составит |Cef| ≈ 1024 s−2.

При этом его длительность существенным образом не

изменится. В результате, после пропускания импуль-

са через диспергирующий элемент, обеспечивающий

временную компрессию, длительность импульса может

уменьшиться в 100 раз до значения τu = 10−13 s.
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Рис. 2. Зависимость нормированной ширины спектра

от длины световода при b = −3 · 10−4 и Dz =
= (0.5, 0.9, 1.3) · 10−21 s2/m (соответственно cплош-

ные кривые 1−3); при Dz = 1 · 10−21 s2/m и

b = (−2,−2.3,−3.2) · 10−4 (соответственно штриховые кри-

вые 1−3).

Так как длительность импульса связана с его спек-

тральной шириной соотношением τmin ≃ 1/1ω(z ), то

для ширины спектра соответствующего ВП получаем

выражение

1ω(z ) =

√

τ −2
u (z ) + C2

ef(z )τ 2
u (z ). (26)

Для рассматриваемых значений используемых парамет-

ров с высокой степенью точности |C̄(z )| ≪ |α(z )|, поэто-
му выражение (26) можно представить в виде:

1ω =

√

τ −2
u + 4α2τ 2

u . (27)

На рис. 2, b представлены зависимости нормирован-

ной ширины спектра импульса 1ω от проходимого по

световоду пути z при следующих значениях параметров

световода, ВП и БВПП: τ0 = 10−11 s, k = 6 · 106 m−1,

γ = 3 · 10−5, � = 109 s−1, 1ω0 = 1011 s−1. Сплошные

линии отвечают глубине модуляции b = −3 · 10−4

и дисперсии Dz = (0.5, 0.9, 1.3) · 10−21 s2/m (кри-
вые 1−3), штриховые — Dz = 10−21 s2/m и b =
= (−2,−2.3,−3.2) · 10−4 (кривые 1−3). Видно, что

при выбранных параметрах значительного уширения

спектра (в 100 раз и более) можно достичь на длинах

световода менее 1 cm.

На рис. 3 показаны зависимости наведенного БВПП

чирпа от длины световода при тех же параметрах, что и

на рис. 2. Из рис. 3 следует, что чирп в зависимости

от пройденного пути нарастает линейно и достигает

насыщения.

На рис. 4 показана зависимость чирпа импульса от

глубины модуляции b при z = 1 cm при тех же зна-

чениях параметров, что и на предыдущих рисунках, и

отвечающая дисперсии Dz = (0.5, 0.9, 1.3) · 10−21 s2/m
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Рис. 3. Зависимость наведенного БВПП чирпа от длины свето-

вода при b = −3 · 10−4 и Dz = (0.5, 0.9, 1.3) · 10−21 s2/m (со-
ответственно cплошные кривые 1−3); при Dz = 1 · 10−21 s2/m

и b = (−2,−2.3,−3.2) · 10−4 (соответственно штриховые кри-

вые 1−3).
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Рис. 4. Зависимость чирпа импульса от глубины модуляции

b при z = 1 cm для Dz = (0.5, 0.9, 1.3) · 10−21 s2/m (соответ-
ственно кривые 1−3).

(кривые 1−3). Из рис. 4 следует, что значение чирпа

растет с увеличением модуля глубины модуляции b.
Если импульс изначально синхронизован с миниму-

мом волны показателя преломления (когда b > 0), то

дальнейшее сжатие импульса должно осуществляться в

среде с нормальной материальной дисперсией. В этом

случае в качестве компрессора может быть использован

обычный световод с нормальной дисперсией. Если же

импульс синхронизован с максимумом БВПП (b < 0),
то сжатие импульса должно осуществляться в среде с

аномальной дисперсией. В этом случае, если пиковая

мощность импульса меньше 100W, то в качестве ком-

прессора может также использоваться обычный воло-

конный световод, но с аномальной дисперсией. Если же

пиковая мощность значительно больше 1 kW (что может

представлять особый интерес), то для нивелирования

нежелательных нелинейных эффектов предпочтительно

использование пары дифракционных решеток.

Заключение

Проведенный в работе анализ показывает, что све-

товоды с реализованной в них БВПП, синхронизо-

ванной по скорости распространения с вводимым в

световод импульсом с малой (много меньше скоро-

сти света в вакууме) продольной скоростью, могут

быть использованы для его сильной частотной моду-

ляции на малой длине (значительно меньше 10 cm)
световода−модулятора. В этом случае уже на этой длине

световода можно добиться значительного спектрального

уширения импульса (на 1−3 порядка — до значений

1ω ∼= 1014 s−1) при практически идеальном сохранении

линейности чирпа (т. е. при квадратичной зависимости

фазы от времени). Последнее обстоятельство в свою

очередь делает возможным последующее сильное сжа-

тие (временную компрессию) импульса (на 1−3 поряд-

ка) вплоть до субпикосекундных и фемтосекундных дли-

тельностей в оптическом диапазоне излучения. С другой

стороны, соответствующие световоды- модуляторы (как
в волоконном, так и планарном исполнении) могут быть

использованы для спектрального сжатия (спектральной
компрессии) исходно частотно-модулированных широко-

полосных импульсов.

Работа выполнена при поддержке Министерства обра-

зования и науки РФ (в рамках задания № 3.3889.2017.

ПЧ и проекта № 14.Z50.31.0015 Минобрнауки РФ и

проекта РНФ № 16-42-02012).
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