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Поставлена и решена задача о разложении пространственного потенциала однородного гравитиру-

ющего (или заряженного статическим электрическим зарядом) кругового тора в ряд по степеням

геометрического параметра тора q. Первый член этого ряда при q в нулевой степени совпадает с

потенциалом тонкого кругового кольца, имеющего массу исходного тора и радиус его осевой ли-

нии. Установлено, что все коэффициенты ряда с нечетной степенью геометрического параметра q
обращаются в нуль. Четные члены разложения потенциала тора получены в аналитическом конеч-

ном виде и выражены через стандартные полные эллиптические интегралы. Важно, что данный ряд

представляет потенциал тора во всем пространстве, включая и точки его внутренней области. Дан-

ный метод представления потенциала позволил найти гравитационную энергию однородного кругово-

го тора. В качестве приложений впервые была найдена масса каждого из двух колец уникально-

го астероида Chariklo. Масса внутреннего кольца найдена равной Mr1 ≈ 9.8 · 1018 g, а ее отношение

к массе астероида
Mr1
M0

≈ 0.001; аналогично для внешнего кольца астероида получено Mr2 ≈ 1018 g

и
Mr1
M0

≈ 10−4 .
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Введение

Во многих задачах астрономии, физики и гидродина-

мики важно знать притяжение (или потенциал) однород-
ного гравитирующего (или заряженного электрическим

зарядом) кругового тора с поверхностью

(r − R0)
2 + x2

3 = r20, r =
√

x2
1 + x2

2. (1)

Здесь используется система цилиндрических координат

(r, x3) с началом в центре симметрии тора, R0 и r0 есть

радиусы осевой линии и рукава тора соответственно.

Впервые пространственный потенциал тора был найден

в интегральном виде через суммирование вкладов от од-

нородных круговых дисков [1]. Данный подход позволил

получить потенциал тора через однократный интеграл

от полных эллиптических интегралов:

ϕtor(r, x3)

2
√
2GρR0r0

=

2π
∫

0

{

[

c + 2

(

R2
1 −

r2

R2
0

)]

K(k1)

+ (a − c)E(k1) − 2
(x3 − r0 sin θ)2

R2
0

5[n, k1]

}

× cos θdθ√
a − c

. (2)

Здесь

R1 = 1 +
r0
R0

cos θ, a =
2
(

r2 + (x3 − r0 sin θ)2
)

R2
0

,

n =
a − b

2 r 2

R2
0

,

(

b
c

)

=
a
2
− R2

1 ±
√

(a
2
− R2

1

)2

+ 4R2
1

(x3 − r0 sin θ)2

R2
0

,

(3)
а модуль всех эллиптических интегралов

k1 =
1− k ′

1 + k ′
≤ 1,

k ′ =

√

(r − R1)2 + (x3 − r0 sin θ)2

(r + R1)2 + (x3 − r0 sin θ)2
≤ 1. (4)

Формула (2) представляет потенциал тора во всем

пространстве как вне, так и внутри его.

Заметим, однако, что нахождение потенциала тора в

интегральной форме указанным методом через диски не

является единственно возможным. Его потенциал можно

также найти, например, методом интегрирования вкла-

дов от тонких оболочек кругового тора (см. также [1]).
Именно второй метод и применяется в настоящей

работе.
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Важно подчеркнуть, что наряду с полным выражением

потенциала, часто возникает необходимость знать по-

тенциал какого-то конкретного тела в виде рядов [2].
Отметим, что представления

”
внешнего“ и

”
внутрен-

него“ потенциалов тора в ряд по степеням координат

пробной точки (в ряд Лапласа) с коэффициентами в

конечном аналитическом виде недавно были получены

в работах [3,4]. Кроме того, в работе [5] был развит

метод решения задачи Дирихле для потенциалов тел

с топологией тора, когда граничные условия заданы

в виде рядов по сферическим функциям на кусках

двух сферических поверхностей. Этот метод впервые

позволил представить потенциал тора вне вещества в

особой (
”
промежуточной“) сферической зоне.

В настоящей работе ставится новая задача о представ-

лении пространственного потенциала тора в виде ряда

по степеням геометрического параметра тора

q =
r0
R0

. (5)

Этот геометрический параметр может изменяться в

пределах

0 ≤ q ≤ 1. (6)

При q → 0 тор вырождается (с сохранением при опре-

деленных условиях массы) в тонкий круглый обруч, а в

пределе q → 1 получается тор без сквозного отверстия.

Кроме ряда Лапласа, для практических целей важно

также представить потенциал тора рядом по степеням

его геометрического параметра. Этот ряд имеет вид

ϕtor(r, x3) = ϕ0 +
∑

n

ϕnqn. (7)

Наша задача заключается в нахождении коэффициентов

ϕ0 и ϕn.

Постановка и решение задачи

Для решения поставленной задачи мы применим фор-

мулу из монографии [1] для пространственного потенци-

ала пустотелого тора

ϕhollow tor(r, x3) = 4Gσ r0

×
2π
∫

0

R1(θ)K
(

k(θ)
)

dθ
√

[R1(θ) + r ]2 + (x3 − r0 sin θ)2
,

(8)
где введены следующие обозначения:

R1(θ) = R0 + r0 cos θ,

k(θ) =

√

4rR1(θ)

[R1(θ) + r ]2 + (x3 − r0 sin θ)2
, (9)

а σ — однородная поверхностная плотность вещества

тонкой оболочки. Тогда потенциал сплошного одно-

родного (с объемной плотностью ρ) кругового тора

получим, произведя в (8) замену σ → ρdr0 и интегрируя

затем по параметру r0 в интервале (0, r0):

ϕtor(r, x3) = 4Gρ

r 0
∫

0

r0dr0

×
2π
∫

0

R1(θ)K
(

k(θ)
)

dθ
√

[R1(θ) + r ]2 + (x3 − r0 sin θ)2
. (10)

Подчеркнем, что в отличие от (2), интегрирование

в (10) двойное, однако в силу симметрии тора (так как

сам тор естественным образом слагается из подобных

друг другу оболочек), пользоваться формулой (10) для

разложения потенциала по нормированному r0 будет

удобнее, нежели исходить прямо из формулы (2).
Первый член разложения (7) получается из (10)

предельным переходом

r0 → 0; 2πr0σ → µ0 =
M

2πR0

.

В итоге находим

ϕ0 =
2GM
πb

K(k), (11)

где M — масса кольца, равная массе исходного тора.

Здесь и ниже для сокращения записи приняты обозначе-

ния

b =
√

(r + R0)2 + x2
3, b̃ =

√

(r − R0)2 + x2
3,

k =
2
√

R0r
b

. (12)

Далее переходим к нахождению членов ряда (7) более
высокого порядка. Это весьма трудоемкая операция.

Прежде всего, важно подчеркнуть, что в разложении (7)
все коэффициенты ϕ2n+1 при нечетных степенях q2n+1

обращаются в нуль. Таким образом, мы приходим в

выводу о том, что искомый ряд для потенциала тора

содержит только четные коэффициенты и поэтому будет

иметь вид

ϕtor(r, x3) = ϕ0 + ϕ2q2 + ϕ4q4 + ϕ6q6 + . . . (13)

Далее после трудоемких преобразований и вычисле-

ний мы получаем следующие коэффициенты из (13):

ϕ2 =
πGρR3

0

16bb̃2

{

[r2 − R2
0 + x2

3]E(k) − b̃2K(k)
}

, (14)

ϕ4 =
πGρR3

0

192b3b̃2
×

{

[

(r2−2R2
0)(r

2−R2
0)

2+(3r4+R4
0)x

2
3+(3r2+4R2

0)x
4
3+x6

3

]

[(r − R0)2 + x2
3]

× E(k) −
[

(r2 − R2
0)

2 + (2r2 + 3R2
0)x

2
3 + x4

3

]

K(k)

}

,

(15)
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ϕ6 =
πGρR5

0

960b3b̃4

×
{

[

(r2−2R2
0)(r

2−r20)
2+(3r4+R4

0)x
2
3+(3r2+4R2

0)x
4
3+x6

3

]

b̃2

× E(k) −
[

(r2 − R2
0)

2 + (2r2 + 3R2
0)x

2
3 + x4

3

]

K(k)

}

.

(16)
Все найденные коэффициенты были тщательно прове-

рены нами численно.

Важным для практических приложений свойством

ряда (13) является то, что при малом значении геомет-

рического параметра q = r 0
Rr

≈ 1 вклад членов ряда (13)
в потенциал тора быстро убывает.

Гравитационная энергия тора
при малых q

По определению гравитационная (потенциальная)
энергия однородного тела равна

W = −1

2
ρ

∫∫∫

V

ϕ dV. (17)

Вводя среднее (по объему тела) значение потенциала

ϕ̃ ≡ 〈ϕ〉 запишем выражение (17) в виде

W = −1

2
Mϕ̃. (18)

Разработанный математический аппарат мы приме-

няем далее к кольцам уникального астероида Chariklo

(Карикло). Для изучения колец этого астероида мы

будем моделировать их торами. Известно [6], что си-

стема колец астероида Chariklo состоит из плотного

внутреннего кольца шириной D1 и радиусом Rr1, а

также внешнего кольца шириной D2 и радиусом Rr2.

Кольца имеют четкие границы и между ними существует

щель в 9 km. Геометрические параметры колец Chariklo

известны

Rr1 ≈ 390.6 ± 3 km, D1 ≈ 6.5 km,

Rr2 ≈ 404.8 ± 3.3 km, D2 ≈ 2 km. (19)

Сразу заметим, что кольца этого астероида очень тон-

кие, поэтому соответствующий им геометрический па-

раметр весьма мал

qr1 ≈ 0.008; qr2 ≈ 0.0025. (20)

Для столь малых q достаточно (и в этом мы убедились

численно) выписать только два коэффициента ряда (13)

ϕ0 =
2GM
πb

K(k),

ϕ2 =
πGρR0

16bb̃2

{

[r2 − R2
0 + x2

3]E(k) − b̃2K(k)
}

. (21)

Масса этих колец остается пока неопределенной.

Поэтому важной задачей является нахождение массы

колец астероида. Из теоремы вириала следует [7], что
массу колец можно выразить через их гравитационную

энергию, т. е. через средний потенциал ϕ̃ соответствую-

щего тора

Mr =
3π

4
M0

r2

R2
r
ϕ̃. (22)

Важной особенностью применяемого метода является

то, что в формуле (22) искомая масса Mr кольца

выражается через известную нам массу центрального

тела астероида M0.

В силу круговой симметрии колец для нахождения

значения ϕ̃ надо усреднить потенциал (18) только в

плоскости меридионального кругового сечения тора

r ′2 + x2
3 = r20, r ′ = r − R0. (23)

В принятой модели средний радиус кольца мы принима-

ем за R0. Теперь задача сводится к нахождению среднего

нормированного потенциала тора

ϕ̃m =

〈

ϕ
GMr
2πRr

〉

= I1 + I2. (24)

где, согласно (21):

I1 =
8

π

π
∫

0

dα

1
∫

ε

K(k)

b
RdR,

I2 =
1

8π

π
∫

0

dα

1
∫

ε

RdR
b

[(

1 +
2 cos α

qR

)

E(k) − K(k)

]

,

b =
√

4 + q2R2 + 4qR cosα, b̃ = qRr R,

k =
2
√
1 + qR cosα

b
. (25)

Заметим, что в (25) нижний предел ε во внутрен-

нем интеграле введен для исключения при расчетах

бесконечности (дело в том, что при ε = 0 для точки

интегрирования в центре кругового сечения тора имеет

место R = 0, и тогда модуль k = 1; но, как известно,

эллиптический интеграл первого рода при K(1) имеет

логарифмическую расходимость). При достаточно ма-

лом ε мы избегаем указанной сингулярности и можем

получить значения I1 и I2 с требуемой для расчетов

точностью.

Численные расчеты по формулам (25) дали следую-

щие результаты. Для модели первого кольца астероида

Chariklo мы нашли:

ε = 4 · 10−6,

I1 ≈ 14.737,

I2 ≈ −0.215,

ϕm = I1 + I2 ≈ 14.522. (26)
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Аналогично для модели второго кольца астероида:

ε = 2 · 10−5,

I1 ≈ 17.166,

I2 ≈ −0.253,

ϕm = I1 + I2 ≈ 16.913. (27)

В итоге масса внутреннего кольца и ее отношение к

массе астероида оказались соответственно равными

Mr1 ≈ 9.8 · 1018 g, а
Mr1

M0

≈ 0.001; (28)

аналогично для внешнего кольца

Mr2 ≈ 1018 g и
Mr2

M0

≈ 10−4. (29)

Отношение масс колец равно 10, что типично для

спутников астероидов и карликовых планет.

Подчеркнем, что вычисление среднего потенциала ϕ̃

фактически эквивалентно нахождению гравитационной

энергии W однородного кругового тора. Действительно,

гравитационная энергия колец будет равна [8]:

Wr1 = − GM2
r1

4πRr1
ϕ̃1,

Wr2 = − GM2
r2

4πRr2
ϕ̃2. (30)

Обсуждение

В настоящей работе потенциал тора впервые был

представлен рядом по степеням его геометрического

параметра в любой точке пространства, включая и точки

внутри самого тора. Указанный ряд быстро сходится,

поэтому в конкретных примерах можно ограничиться

небольшим числом его членов. Первый член ряда при q
в нулевой степени совпадает с потенциалом однородного

кругового кольца (обруча), имеющего массу рассмат-

риваемого тора и радиус, равный его осевой линии.

Для практических приложений важно заметить, что это

элементарное кольцо в отдаленных от тора точках дает

потенциал, очень мало отличающийся от потенциала

самого тора.

Установлено, что все коэффициенты ряда (13) с нечет-
ной степенью геометрического параметра q обращаются

в нуль. Четные члены разложения потенциала представ-

лены в аналитическом конечном виде через стандартные

полные эллиптические интегралы Лежандра.

Разработанный метод позволил найти гравитационную

энергию однородного кругового тора. Кроме того, в

настоящей работе найдена также масса двух колец

астероида−кентавра Chariklo. Масса внутреннего кольца

найдена равной Mr1 ≈ 9.8 · 1018 g, а ее отношение к

массе астероида Mr1
M0

≈ 0.001; аналогично для внешнего

кольца Mr2 ≈ 1018 g и Mr2
M0

≈ 10−4.
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