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На основе репличного алгоритма методом Монте-Карло выполнены исследования критических свойств

антиферромагнитной слоистой модели Изинга на кубической решетке с учетом взаимодействий ближайших

и следующих за ближайшими соседей. Исследования проведены для соотношений величин обменных

взаимодействий следующих и ближайших соседей r = J2/J1 в диапазоне значений 0 ≤ r ≤ 1.0. В рамках

теории конечно-размерного скейлинга рассчитаны статические критические индексы теплоемкости α,

параметра порядка β, восприимчивости γ , радиуса корреляции ν , а также индекс Фишера η. Показано, что

класс универсальности критического поведения этой модели сохраняется в диапазоне значений 0 ≤ r ≤ 0.4.

Установлено, что изменение величины взаимодействия следующих ближайших соседей в данной модели в

диапазоне r > 0.8 приводит к тому же классу универсальности критического поведения, что и трехмерная

полностью фрустрированная модель Изинга на кубической решетке.
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1. Введение

Проблема исследования фазовых переходов (ФП) и

критических свойств в спиновых системах с конкури-

рующим обменным взаимодействием является одной из

центральных в современной физике конденсированного

состояния [1–3]. Конкуренция обменного взаимодейст-

вия может привести к фрустрации.

Известно, что фрустрированные системы (ФС) во

многом проявляют свойства, отличные от соответству-

ющих нефрустрированных систем. Это отличие выража-

ется в богатом разнообразии фаз и ФП, что обусловлено

сильным вырождением и высокой чувствительностью

ФС к различного рода возмущающим взаимодействиям.

Кроме того, можно отметить проблемы связанные с

определением характера ФП, с особенностями и факто-

рами влияющими на формирование классов универсаль-

ности магнитного и кирального критического поведения

фрустрированных спиновых систем и др. [4,5].
Одним из наиболее интенсивно исследуемых в послед-

ние годы фрустрированных моделей является двумерная

модель Изинга на квадратной решетке с учетом взаи-

модействий следующих ближайших соседей [5–13]. Эта
модель изучена достаточно хорошо и почти все ее свой-

ства известны. ФП и критические свойства этой модели

для трехмерного случая практически не исследованы.

При учете антиферромагнитных взаимодействий следу-

ющих ближайших соседей в классической трехмерной

модели Изинга сопровождается вырождением основного

состояния и появлением различных фаз и ФП. Кроме

того, учет взаимодействия следующих ближайших со-

седей может также влиять на критическое поведение

модели [4].

В работах [14,15] нами были проведены исследования

ФП и критических свойств антиферромагнитной слои-

стой модели Изинга на кубической решетке с учетом

взаимодействий следующих ближайших соседей внутри

слоев решетки. Эта модель является частным случаем

модели исследуемой в работах [16,17], когда взаимо-

действие следующих ближайших соседей между слоями

равно нулю. В работе [14] был рассмотрен случай, когда

r = 1.0 (J1 и J2 — константы обменного взаимодействия

ближайших и следующих за ближайшими соседей соот-

ветственно), где r = J2/J1 — величина взаимодействия

следующих за ближайшими соседей. Было показано, что

для случая r = 1.0 в исследуемой модели переход из

суперантиферромагнитной фазы в парамагнитную реа-

лизуется как ФП второго рода. Рассчитаны все основные

статические критические индексы для случая r = 1.0.

Было показано, что эта модель принадлежит к тому

же классу универсальности критического поведения,

что и трехмерная полностью фрустрированная модель

Изинга. В работе [15] было показано, что в диапазоне

0 ≤ r ≤ 0.5, а также для значения r = 0.9 наблюдается

ФП второго рода, а в диапазоне 0.6 ≤ r ≤ 0.8 наблюда-

ется ФП первого рода.

В настоящей работе нами предпринята попытка на ос-

нове репличного алгоритма метода Монте-Карло (МК)
изучить критическое поведение и вычислить полный

набор статических критических индексов антиферромаг-

нитной слоистой модели Изинга на кубической решетке
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с учетом взаимодействий ближайших и следующих за

ближайшими соседей внутри слоев решетки в диапазоне

0 ≤ r ≤ 0.5, а также для значений r = 0.9 и r = 1.0, где

наблюдается ФП второго рода [14,15].
Интерес к этой модели обусловлен тем, что многие

физические свойства ФС сильно зависят от величины

взаимодействия следующих ближайших соседей. Кроме

того, антиферромагнитная слоистая модель Изинга на

кубической решетке с учетом взаимодействия следую-

щих ближайших соседей до сих пор является малоизу-

ченной. Таким образом, исследование этой модели на

основе современных методов позволит получить ответ

на ряд вопросов, связанных с критическими свойствами

фрустрированных спиновых систем.

2. Модель и метод исследования

Антиферромагнитная модель Изинга на кубической

решетке с учетом взаимодействий следующих бли-

жайших соседей описывается следующим гамильтониа-

ном [14,15]:

H = J1

∑

〈i, j〉

(Si · S j) + J2

∑

〈i, j〉

(Si · Sl), (1)

где S = ±1 — изинговский спин. Решетка состоит из

двумерных квадратных слоев, сложенных по ортого-

нальной оси. Первый член в формуле (1) учитывает

обменное взаимодействие ближайших соседей, которое

берется одинаковым как внутри слоев решетки, так и

между слоями (J1 > 0), второй — следующих за бли-

жайшими соседей, находящихся в том же слое решетки

(J2 > 0).
Модель Изинга на кубической решетке при учете ан-

тиферромагнитных взаимодействий следующих ближай-

ших соседей внутри слоев решетки становится фруст-

рированной. Фрустрации в этой модели обусловлены

конкуренцией обменных взаимодействий между ближай-

шими и следующими за ближайшими соседями.

Исследование критических свойств фрустрирован-

ных спиновых систем традиционными теоретическими,

экспериментальными и численными методами сталкива-

ются с рядом труднопреодолимых проблем. Это связано

с тем, что для таких систем характерна проблема

многочисленных долин локальных минимумов энергии.

Строго и последовательно на основе микроскопических

гамильтонианов такие системы могут быть изучены

методами МК [18–24]. Наиболее мощными и эффек-

тивными в исследовании ФП и критических явлений в

ФС оказались репличные алгоритмы метода МК [25,26].
Поэтому в данном исследовании был использован вы-

сокоэффективный репличный обменный алгоритм мето-

да МК. Более подробно этот алгоритм описан нами в

работе [9].
Расчеты проводились для систем с периодически-

ми граничными условиями и линейными размерами

L × L × L = N, где L = 24−48 и измеряется в размерах

элементарной ячейки. Соотношение обменного взаимо-

действия следующих и ближайших соседей менялось в

интервале 0 ≤ r ≤ 1.0. Для вывода системы в состоя-

ние термодинамического равновесия отсекался участок

длиной τ0 = 4 · 105 шагов МК на спин, что в несколько

раз больше длины неравновесного участка. Усреднение

термодинамических параметров проводилось вдоль мар-

ковской цепи длиной до τ = 500τ0 шагов МК на спин.

3. Результаты моделирования

Для наблюдения за температурным ходом теплоем-

кости C и восприимчивости χ использовались выраже-

ния [27]:

C = (NK2)
(

〈

U2
〉

− 〈U〉
2
)

, (2)

χ =







(NK)
(

〈m2〉 − 〈|m|〉2
)

, T < TN

(NK)〈m2〉, T ≥ TN

, (3)

где K = |J1|/kBT , N — число частиц, TN — критическая

температура, U — внутренняя энергия, m — параметр

порядка (U и m являются нормированными величинами).
Параметр порядка системы m вычислялся с помощью

следующих выражений:

mλ =
4

N

∑

i∈λ

(−1)z Si, где λ = 1, 2, 3, 4, (4)

ma = [m1 + m2 − (m3 − m4)]/4, (5)

mb = [m1 + m4 − (m2 + m3)]/4, (6)

m =

√

(ma)
2
+ (mb)

2
, (7)

где m1, m2, m3, m4 — параметры порядка по подрешет-

кам, z — номер слоя решетки.

На рис. 1, 2, 3 и 4 представлены температурные

зависимости теплоемкости и восприимчивости, получен-

ные при L = 30 для различных значений r (здесь и

далее статистическая погрешность не превышает разме-

ров символ, использованных для построения зависимо-

стей). Отметим, что увеличение значения r в интерва-

ле 0 ≤ r ≤ 0.5 сопровождается сдвигом максимумов в

сторону более низких температур, одновременно с этим

наблюдается рост абсолютных значений максимумов как

теплоемкости, так и восприимчивости. Рост абсолютных

значений максимумов происходит за счет конкуренции

ближайших и следующих ближайших соседей. В слу-

чае, когда 0.6 ≤ r ≤ 1.0, наблюдаем противоположную

картину. С увеличением r от 0.6 до 1.0 температура

фазового перехода смещается в сторону более высоких

температур, при этом наблюдается спад абсолютных

значений максимумов теплоемкости и восприимчивости.

Увеличение взаимодействия следующих ближайших со-

седей в этом интервале, приводит к увеличению энергии

взаимодействия по модулю, что укрепляет жесткость

системы и соответственно повышается температура фа-

зового перехода.
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Рис. 1. Зависимость теплоемкости C/kB от температуры

kBT/|J1| для различных r .

Рис. 2. Зависимость теплоемкости C/kB от температуры

kBT/|J1| для различных r .

Рис. 3. Зависимость восприимчивости χ от температуры

kBT/|J1| для различных r .

Рис. 4. Зависимость восприимчивости χ от температуры

kBT/|J1| для различных r .

Рис. 5. Зависимости кумулянта Биндера UL от температуры

kBT/|J1| для r = 0.1 при различных L.

Рис. 6. Зависимости кумулянта Биндера UL от температуры

kBT/|J1| для r = 0.9 при различных L.
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Значения критических параметров для антиферромагнитной слоистой модели Изинга на кубической решетке

r kBTN/|J1| ν α β γ η α + 2β + γ = 2

Нефрустриpованная
4.5111(3) 0.6305(25) 0.108(9) 0.3265(25) 1.239(4) 0.037(3) 2

модель Изинга

0.0 4.5110(2) 0.630(5) 0.110(5) 0.320(5) 1.241(5) 0.03(1) 1.991

0.1 4.1020(2) 0.625(5) 0.115(5) 0.317(5) 1.238(5) 0.02(1) 1.986

0.2 3.4440(2) 0.633(5) 0.119(5) 0.328(5) 1.237(5) 0.04(1) 2.012

0.3 3.2050(2) 0.624(5) 0.118(5) 0.319(5) 1.243(5) 0.02(1) 1.999

0.4 2.6820(2) 0.632(5) 0.110(5) 0.322(5) 1.245(5) 0.02(1) 1.999

0.9 3.8250(2) 0.550(5) 0.339(5) 0.249(5) 1.188(5) −0.14(1) 2.025

1.0 4.1730(2) 0.549(5) 0.330(5) 0.245(5) 1.190(5) −0.16(5) 2

1.0 [34] 1.355(2) 0.55(2) 0.33(5) − − −0.28(6) −
1.0 [35] 1.347(1) 0.56(2) 0.32(2) 0.25(2) − −0.10(2) −

Для определения критической температуры TN , нами

использовался метод кумулянтов Биндера UL четвертого

порядка [28]

UL = 1−
〈m4〉L

3〈m2〉2L
. (8)

Согласно теории конечно-размерного скейлинга точка

пересечения всех кривых UL(T ) является критической

точкой [28]. Выражение (8) позволяет определить кри-

тическую температуру TN с большой точностью.

На рис. 5 и 6 представлены характерные зависи-

мости UL от температуры при r = 0.1 и r = 0.9 для

разных значений L. Эти рисунки демонстрируют точ-

ность определения критической температуры. Видно,

что в критической области наблюдаются четко выражен-

ные точки пересечения (TN = 4.1020(2) для r = 0.1 и

TN = 3.8250(2) для r = 0.9; здесь и далее температура

дана в единицах |J1|/kB). Аналогичным образом были

определены критические температуры и для остальных

значений r , для которых согласно фазовой диаграмме

полученной в работе [15], наблюдается ФП второго рода.

Для расчета статических критических индексов теп-

лоемкости α, параметра порядка β, восприимчивости γ

и радиуса корреляции ν применялись соотношения тео-

рии конечно-размерного скейлинга. Из теории конечно-

размерного скейлинга следует, что в системе с разме-

рами L × L × L при kBT/|J1| = kBTN/|J1| и достаточно

больших L выполняются следующие условия [29–31]:

m ∼ L−β/ν , (9)

χ ∼ Lγ/ν , (10)

Vi ∼ L1/νgVi , (11)

где gVi — постоянная, а в качестве Vi могут выступать

Vi =
〈mi E〉
〈mi〉

− 〈E〉, (i = 1, 2, 3). (12)

Эти выражения были нами использованы для определе-

ния β, γ и ν .

Для аппроксимации температурной зависимости теп-

лоемкости от L на практике, как правило, используется

выражение [6]

Cmax(L) = A1 − A2Lα/ν , (13)

где A1 и A2 — некоторые коэффициенты.

На рис. 7 и 8 в двойном логарифмическом масштабе

представлены характерные зависимости параметров Vi

при i = 1, 2, 3 от линейных размеров решетки L для

r = 0.1 и r = 0.9. Как видно из рисунков все точки

на графиках в пределах погрешности хорошо ложатся

на прямую. Зависимости на рисункax, проведенные в

соответствии с методом наименьших квадратов, парал-

лельны друг другу. Угол наклона прямой определяет

значения 1/ν . Вычисленное таким образом значение ν

использовалось для определения критических индексов

теплоемкости α, параметра порядка β и восприимчиво-

сти γ .

На рис. 9, 10, 11 и 12 в двойном логарифмическом

масштабе представлены характерные зависимости маг-

нитного параметра порядка m и восприимчивости χ от

линейных размеров решетки L для r = 0.1 и r = 0.9.

Все точки в пределах погрешности ложатся на прямые.

Углы наклона этих прямых определяют значения β/ν и

γ/ν . По этой схеме были определены значения и для

теплоемкости α/ν . На основе данных по ν вычислялись

статические критические индексы α, β и γ .

Эта процедура использовалась для расчета критиче-

ских индексов при значениях r = 1.0; 0.9; 0.4; 0.3; 0.2, 0.1

и 0.0. Все значения статических критических индексов,

полученные таким образом, представлены в таблице.

Особо следует отметить процедуру, использованную

нами для определения индекса Фишера η. Используя

отношение между восприимчивостью χ и радиусом кор-

реляции ξ [32]
χ ∝ ξγ/ν , (14)

а также соотношение η = 2− γ/ν , связывающее индек-

сы η и ν , мы получим

ln
(

χ/ξ2
)

= c − η ln ξ, (15)

Физика твердого тела, 2017, том 59, вып. 9
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Рис. 7. Зависимость параметра Vi от линейных размеров

системы L при T = TN для r = 0.1.

Рис. 8. Зависимость параметра Vi от линейных размеров

системы L при T = TN для r = 0.9.

Рис. 9. Зависимость параметра порядка m от линейных

размеров системы L при T = TN для r = 0.1.

Рис. 10. Зависимость параметра порядка m от линейных

размеров системы L при T = TN для r = 0.9.

Рис. 11. Зависимость восприимчивости χ от линейных разме-

ров системы L при T = TN для r = 0.1.

Рис. 12. Зависимость восприимчивости χ от линейных разме-

ров системы L при T = TN для r = 0.9.
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где c — некоторая константа. Для систем с конечными

размерами ξ = L. Тогда при kBT/|J1| = kBTN/|J1| имеем

ln
(

χ/L2
)

= c − η lnL. (16)

На основе выражения (16) было определено значение

индекса Фишера η. Эти данные также представлены в

таблице.

В настоящей статье, мы рассчитали критические пара-

метры в интервале 0 ≤ r ≤ 0.4 и для r = 0.9 и r = 1.0,

где согласно результатам работы [15] исследуемая мо-

дель демонстрирует ФП второго рода. Для r = 0.5

рассчитать критические параметры с допустимой по-

грешностью не удалось. Предполагаем, что это связано с

тем, что в этой точке сосуществуют три различные фазы.

Сравнение численных значений критических индек-

сов, полученные нами в данной работе с литературны-

ми данными показывает хорошее соответствие, причем

многие критические параметры для данной модели для

различных значений r рассчитаны нами впервые.

Как видно в таблице, критическая температура

kBTN/|J1| уменьшается с увеличением величины вза-

имодействия следующих соседей вплоть до значения

r = 0.4. При дальнейшем увеличении r критическая

температура начинает расти. Все значения критических

индексов, рассчитанные нами в интервале 0 ≤ r ≤ 0.4, в

пределах погрешности совпадают со значениями крити-

ческих индексов трехмерной нефрустрированной модели

Изинга [33]. Это свидетельствует о принадлежности

данной модели в интервале 0 ≤ r ≤ 0.4 к тому же

классу универсальности критического поведения, что

и нефрустрированная модель Изинга. Значения кри-

тических индексов, рассчитанные нами для r = 0.9 и

r = 1.0, хорошо согласуются с теми, что получены в

работах [34,35] для полностью фрустрированной трех-

мерной модели Изинга на кубической решетке, но они

сильно отличаются от данных, полученных нами для

этой модели в интервале 0 ≤ r ≤ 0.4. Можно пред-

положить, что учет взаимодействий следующих бли-

жайших соседей внутри слоев решетки для антифер-

ромагнитной слоистой модели Изинга на кубической

решетке приводит к тому же классу универсально-

сти критического поведения, что и трехмерная полно-

стью фрустрированная модель Изинга на кубической

решетке.

4. Заключение

Исследование критического поведения антиферромаг-

нитной слоистой модели Изинга на кубической решетке

с учетом взаимодействия следующих ближайших сосе-

дей внутри слоев решетки выполнено с использовани-

ем высокоэффективного репличного алгоритма метода

Монте-Карло. Определены значения критических темпе-

ратур и рассчитаны значения всех основных статических

критических индексов в интервале 0 ≤ r ≤ 0.4 и для

r = 0.9 и r = 1.0. Установлены закономерности изме-

нения критических параметров в рассмотренном интер-

вале r . Обнаружено, что в интервале 0 ≤ r ≤ 0.4 си-

стема проявляет универсальное критическое поведение.

Показано, что в антиферромагнитной слоистой модели

Изинга на кубической решетке с учетом взаимодействий

следующих ближайших соседей внутри слоев решетки

для значений r = 0.9 и r = 1.0 наблюдается другое

критическое поведение.
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