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Предложены и проанализированы два новых подхода к анализу нестационарных случайных сигналов.

Первый подход основан на введении адаптивного вейвлета Морле, позволяющего изменять временное

и частотное разрешения исследуемых сигналов c помощью вспомогательного управляющего параметра.

Второй подход связан с использованием новой двойной корреляционной функции, которая представляет

собой корреляцию непрерывных вейвлетных преобразований двух сигналов, вычисленных как по частоте,

так и по времени. Отмечены преимущества введенной корреляционной функции перед другими корре-

ляционными функциями, в частности, возможности анализировать не только временные, но и частотные

корреляции нестационарных сигналов. Обсуждены применения разработанных подходов для анализа

различных переходных процессов в физике.
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Введение

Различные сигналы в физике Z(t), зависящие от вре-

мени t, можно разделить на две группы: стационарные

и нестационарные. Стационарные случайные процессы

обладают тем свойством, что их статистические и спек-

тральные характеристики, определенные для достаточно

большого интервала времени T , не изменяются, если

взять любой другой интервал времени T , смещенный

относительно первого на произвольный отрезок вре-

мени. Для стационарного случайного процесса среднее

значение z(t), среднеквадратичное значение z2(t) не за-

висят от времени t, причем усреднение производится по

большому числу реализаций k случайного процесса. Ав-

токорреляционная функция стационарного случайного

процесса CFz z(t, t + τ ) также не зависит от времени t, а
зависит только от времени τ — разности двух моментов

времени t + τ и t, в которых производится усреднение.

Для описания стационарных сигналов часто исполь-

зуются преобразования Фурье [1–4]. В этом случае для

двух сигналов Zα(t) и Zβ(t), имеющих фурье-компоненты

Zα(ν) и Zβ(ν), где ν — частота, можно ввести кросс-

корреляционную функцию CCFαβ(t) [4,5]. Для анализа

изменения спектральных свойств сигнала по времени

весь интервал измерения сигнала T обычно делится на

M эпох равной продолжительности. Для каждой эпохи,

которые могут перекрывать друг друга, выполняется

оконное преобразования Фурье (STFT — Short Time

Fourier Transform), причем размер окна W0 равняется

продолжительности эпохи. Выбор оптимального размера

окна W0 представляет собой самостоятельную задачу.

Окно большой продолжительности позволяет получить

хорошее разрешение по частоте, но плохое по времени.

Слишком широкое окно будет полезно для обнаружения

низкочастотных компонент сигнала, но его ширина бу-

дет избыточной для обнаружения быстроизменяющихся

гармоник с большой частотой. Таким образом, выбор

оптимального размера эпохи W0 требует знания харак-

терных масштабов времени, за которые происходят пе-

рестройки спектральных свойств исследуемого сигнала.

Производя процедуру усреднения Фурье компо-

нент исследуемых сигналов по различным эпохам

〈Zα(ν)Z∗

β (ν)〉 [6,7], можно ввести квадрат когерентности

(coherence) двух сигналов γ2αβ(ν). К сожалению, квадрат

когерентности зависит от процедуры усреднения, от

выбора величины окна, от вида окна, от величины сдвига

шага окна, поэтому величина γ2αβ(ν) не может являть-

ся строгой количественной мерой скоррелированности

двух сигналов Zα(t) и Zβ(t) [8–11].

Для нестационарных процессов (NS) различные функ-
ции распределения изменяются при сдвиге по оси вре-

мени t [4]. Это означает, что функции распределения NS,

а также aмплитудно-частотные характеристики NS меня-

ются с течением времени. Для исследования NS успешно

применяется непрерывное вейвлетное преобразование

(CWT) [1–3,12–14]. Сравнение метода CWT с другими

методами изучения NS выполнено в работах [7,15–17].

Предположим, что сигнал Zα(t) имеет CWT, равное

Vα(ν, t), а сигнал Zβ(t) имеет CWT, равное Vβ(ν, t).
В этом случае можно определить вейвлетный взаим-

ный спектр (Cross Wavelet Spectrum) CWSαβ(ν, t) =
= Vα(ν, t)V∗

β (ν, t). Усредняя функцию CWSαβ(ν, t) как

по частотам ν , так и по интервалам времени t, и

нормируя эту величину на единицу, можно получить

квадрат вейвлетной функции когерентности (WCF —

Wavelet Coherence Function) Ŵ2(ν, t). Детали процедуры

усреднения функции CWSαβ(ν, t) для вычисления функ-

ции Ŵ2(ν, t), а также ее применение к различным неста-

ционарным сигналам можно найти в работах [6,18–23].
К сожалению, значения функции Ŵ2(ν, t) зависят от

типа материнского вейвлета, который используется для

вычисления CWT, а также от процедуры усреднения по
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масштабам ν и t . Отметим, что процедура усреднения

по времени WCF, связанная с идеей STFT, противоре-

чит основной идее CWT изучения NS, спектральные

и временные свойства которых могут значительно из-

меняться. Корреляции для таких сигналов NS могут

развиваться и исчезать на малых масштабах по времени.

Однако этот эффект функция Ŵ2(ν, t), основанная на

процедуре усреднения по многим эпохам, не может

обнаружить. Корреляционные функции, построенные с

помощью CWT, расcмотрены в работах [16,24]. В ра-

боте [16] рассматривается мгновенная корреляция двух

различных сигналов Zα(t) и Zβ(t), основанная на вы-

числении спектральных интегралов CWT. В работе [24]
вводится корреляция по времени t двух CWT Vα(ν, t)
и Vβ(ν, t).
В отличие от стандартного подхода CWT [1–3,15,23]

в нашей работе используется новый адаптивный вейвлет

Морле (AWM), который позволит улучшить спектраль-

ные разрешения NS при вычислении их корреляций.

В настоящей работе будет предложена двойная вейвлет-

ная корреляционная функция DWCαβ(ν, t), которая пред-
ставляет собой корреляцию CWT двух нестационарных

сигналов Zα(t) и Zβ(t), выполненную как по времени t,
так и по частоте ν . Для решения этих задач будет:

1) введен адаптивный материнский вейвлет Морле

ψ(x), позволяющий изменять как частотное, так и

временное разрешения исследуемого NS c помощью

изменения своего управляющего параметра m;

2) разработана математическая модель NS и получе-

ны аналитические выражения для CWT таких сигналов.

В качестве модели NS будет рассмотрена суперпозиция

элементарных нестационарных сигналов (ENS), пред-

ставляющих собой произведение огибающей гауссовой

формы на осциллирующую функцию с фиксированной

частотой;

3) предложена двойная DWCαβ(ν, t), которая позво-

лит определить как разность двух частот исследуемых

ENS, так и разность времен их локализации. Будет про-

ведено сравнение введенной авторами настоящей работы

функции DWCαβ(ν, t) c обычной кросскорреляционной

функцией CCFαβ(t).
Изучение суперпозиции ENS c помощью AWM, пред-

лагаемое в настоящей работе, допускает аналитическое

выражение для CWT. Это позволяет тестировать мно-

гие численные алгоритмы для реальных NS сигналов

большой длительности. Предложенная в настоящей ра-

боте модель реального сигнала, представляющая собой

суперпозицию двух ENS и случайного сигнала, проде-

монстрировала возможность улучшения спектрального

разрешения CWT с помощью изменения управляюще-

го параметра AWM. Разрабатываемая модель изуче-

ния корреляций NS, использующая DWCαβ(ν, t), может
быть использована: при изучении генерации нейронных

спайков [25,26], при вычислении динамики корреляций

электроэнцефалограммы (EEG) различных отведений

головного мозга [27,28], при анализе циркадных рит-

мов животных [29], для характеристики нестабильности

квантовых стандартов частоты [30,31], при анализе вспы-

шечных процессов в астрофизике [32].

Адаптивный вейвлет Морле

Материнский вейвлет ψ(x) должен быть хорошо ло-

кализован вблизи точки x = 0, иметь нулевое сред-

нее значение, вычисленное по всему интервалу пе-

ременной −∞ < x < ∞, и обладать единичной нор-

мой (1) [1–3,33]. Этим свойствам удовлетворяет введен-

ный нами AWM. Для оригинала AWM ψ(x) и его фурье-

компоненты ψ̂(F) справедливы выражения

ψ(x) = Dm exp

(

− x2

2m2

)

[

exp(2πix) − exp(−�2
m)

]

, (1)

ψ̂(F) =
Dm�m√

π
exp

[

−�2
m(F − 1)2

][

1− exp(−2�2
mF)

]

,

(2)

Dm =
(2π)1/4

√

�m

(

1− 2 exp
(

− 3�2
m

2

)

+ exp(−2�2
m)

)

. (3)

В выражениях (1), (3) величина m играет роль управ-

ляющего параметра AWM, а величина �m = mπ
√
2. Ес-

ли мы рассмотрим отношение фурье-компонент ψ̂(F) на
отрицательных и на положительных частотах, то это от-

ношение равно ψ̂(−|F |)/ψ̂(|F |) = − exp
[

−2�2
m|F |

]

, при-

чем на характерных частотах F ≈ 1 этой величиной

можно пренебречь. C большой точностью параметр

локализации 1x [1,2], определяющий протяженность

функции ψ(x) по оси x, и параметр 1F , показы-

вающий протяженность частотного спектра функции

ψ̂(F) [1,2], имеют значения 1x ≈ m/
√
2, 1F ≈ 1/(

√
8πm),

а их произведение близко к наименьшему значению

1x1F = 1/(4π) [1,2]. Следовательно, в зависимости от

параметра m величины 1x и 1F AWM могут изменяться.

Таким образом, при изменении m появляется возмож-

ность изменения временного и частотного разрешения

исследуемых NS. Если параметр m = 1, то AWM (1) пе-

реходит в известное выражение для обычного вейвлета

Морле [1–3], [23], [33,34]. Условие конечности константы

Cψ , определенной соотношением

Cψ =

∞
∫

−∞

|ψ̂(F)|2dF
|F| , (4)

позволяет восстанавливать сигнал Z(t) по его CWT

V(ν, t) [1,2]. Используя метод, позволяющий вычис-

лять поправки к методу перевала [35], можно пока-

зать, что в случае �m ≫ 1 асимптотическое выражение

Cψ ≈ 1 + 1/(4�2
m) отличается от точного численного

значения Cψ менее, чем на 0.05% для значения m> 1.

Для материнских вейвлетов AWM, аргументы которых x
представляют собой комбинацию частот ν , измеряемых
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в Hz, и времен t, t′, t0, измеряемых в секундах, справед-

ливо соотношение [36]

2

Cψ

∞
∫

0

dνν

∞
∫

−∞

dt0 Re
{

ψ∗[ν(t′ − t0)]ψ[ν(t − t0)]
}

= δ(t − t′), (5)

где δ(t − t′) — дельта функция Дирака, а символ Re

означает реальную часть выражения.

Непрерывное вейвлетное
преобразование

Непрерывное вейвлет преобразование V(ν, t) (CWT)
отображает нестационарный сигнал Z(t) с изменяющей-

ся частотно-временной структурой на плоскость време-

ни t и частоты ν [16,33,37–39]

V(ν, t) = ν

∞
∫

−∞

Z(t′)ψ∗
(

ν(t′ − t)
)

dt′. (6)

В этом выражении ψ(x) — материнский вейвлет, а

значок ∗ означает комплексное сопряжение. Величина

частоты ν > 0 определяет масштаб сжатия или растяже-

ния материнского вейвлета. Аргумент t определяет по-

ложение центра локализации вейвлета на оси времени.

Преимущества введенного CWT V(ν, t) (6) разобраны в

работе [16]. Для бесконечного гармонического сигнала

z(t) = cos(2π f 0t) с частотой f 0 максимум величины

|V(ν, t)| (6) будет наблюдаться точно при условии

ν = f 0. Для двух бесконечных гармонических сигналов

с одинаковыми амплитудами и частотами f 1 и f 2

максимумы хребтов с одинаковой амплитудой V(ν, t) (6)
будут расположены в точках ν = f 1 и ν = f 2. Если ха-

рактерная протяженность AWM ψ(x) равна 1x ≈ m/
√
2,

то характерные моменты времени, вносящие основной

вклад в интеграл (12), удовлетворяют соотношению

t − 1x/ν < t′ < t + 1x/ν. (7)

Адаптивный материнский вейвлет AWM (1), (2) иг-

рает роль изменяющегося окна, зависящего от управ-

ляющего параметра m, ширина которого становится

большой для малых частот ν и малой для больших.

Для нахождения CWT (6) бывает удобным использовать

разложение всех величин в формуле (6) в интеграл

Фурье

V(ν, t) =

∞
∫

−∞

Ẑ( f )ψ̂∗

(

f
ν

)

exp(2πi f t)d f , (8)

где Ẑ( f ), ψ̂∗( f /ν) — фурье-компоненты сигнала Z(t) и

материнского вейвлета ψ(x) (2). Для CWT справедливо

соотношение, аналогичное формуле Парсеваля в фурье-

анализе

∞
∫

−∞

z2(t)dt =
2

Cψ

∞
∫

−∞

dt

∞
∫

0

dν
|V(ν, t)|2

ν
. (9)

Из формулы (9) видно, что величина ε(ν, t), опреде-
ляемая соотношением

ε(ν, t) =
2

Cψ

|V(ν, t)|2
ν

, (10)

характеризует мгновенное распределение энергии сигна-

ла по частотам ν , вычисленное в момент времени t . Ве-
личина ε(ν, t), вычисленная с помощью CWT V(ν, t) (6),
представляет собой локальную плотность спектра энер-

гии сигнала, характеризующую спектральные свойства

сигнала при заданной частоте ν и времени t .
Для многих сигналов важны изменения их спек-

тральных свойств в некотором заданном интервале

частот [νL, νR]. Вместо левой νL и правой νR границ

диапазона удобно ввести среднюю частоту диапазона

νµ = (νL + νR)/2 и его ширину 1ν = νR − νL. Для иссле-

дования динамики нарастания и спадания различных ча-

стот нестационарных сигналов вводится в рассмотрение

спектральный интеграл Eµ(t) [37–39]

Eµ(t) =
1

1ν

νµ+1ν/2
∫

νµ−1ν/2

ε(ν, t)dν. (11)

Спектральный интеграл Eµ(t) представляет собой

среднее значение локальной плотности спектра энер-

гии сигнала, проинтегрированное по рассматриваемо-

му интервалу частот. Изучая поведение спектральных

интегралов по времени Eµ(t), мы выполняем своеоб-

разную фильтрацию нашего сигнала, суммируя вклады

от локальной плотности спектра ε(ν, t) в определенном

интервале частот µ. Спектральные интегралы (11) были

использованы в работе [16] для нахождения количе-

ственных характеристик возникновения и исчезновения

корреляционных свойств различных NS.

Применение AWM позволит получить лучшие ре-

зультаты для спектрального и временного разрешений

Z(t) по сравнению с использованием традиционного

вейвлета Морле. Это легко увидеть уже для случая

самых простых сигналов. Для бесконечного гармониче-

ского сигнала Z(t) = cos(2π f 0t) с частотой f 0 можно

получить аналитическое выражение для CWT V(ν, t) (6),
использующее AWM (2). Зависимостью |V(ν, t)| от

времени t для такого сигнала можно пренебречь, так

как эти слагаемые имеют малость O
(

exp(−2�2
m)

)

. Это

преимущество комплексного AWM перед другими ве-

щественными материнскими вейвлетами (DOG, MHAT),
для которых |V(ν, t)| зависит от t . Максимум |V(ν, t)|
расположен в точке ν = f 0. Полная ширина |V(ν, t)|
на половине максимума пика 21FWHM ≈

√
2 ln 2 f 0/(πm)

может быть уменьшена при увеличении параметра m.
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Для суммы двух гармонических сигналов бесконечной

протяженности Z(t) = cos(2π f Kt) + cos(2π f Lt) с раз-

личными частотами f K > f L также можно получить

аналитическое выражение для V(ν, t) (6). Поверхность

|V(ν, t)| показывает существование двух
”
холмов“, вы-

тянутых вдоль оси времени t . Если частоты f K и f L

сильно отличаются друг от друга, то эти холмы, па-

раллельные оси времени, сильно разнесены друг от

друга по оси частот. Если частоты f K и f L близки,

то соответствующие холмы начинают перекрываться.

Введем среднюю частоту f = ( f K + f L)/2 и разностную

частоту 1 f = f K − f L. Критерием разрешимости двух

пиков является условие возникновения положительно-

сти второй производной d2|V(ν, t)|/dν2 > 0 при усло-

вии f L < ν < f K . Условие разрешения двух бесконеч-

ных гармонических сигналов имеет вид 1 f ≥ f /(πm),
что дает выигрыш в m раз для AWM (1), (2) по

сравнению с условием для обычного вейвлета Морле

(m = 1) [1,3,23,33].

Математическая модель
нестационарного сигнала

Рассмотрим модель, в которой сигнал Z(t) может быть
представлен в виде суперпозиции N ENS zL(t − tL):

Z(t) =
N−1
∑

L=0

zL(t − tL). (12)

zL(t − tL) =
bL

2τL
√
π
exp

(

− (t − tL)2

4τ 2
L

)

× cos
(

2π f L(t − tL) + αL
)

. (13)

Каждый ENS имеет свою частоту f L (Hz) и фазу

αL (rad). Центр ENS находится по времени в точ-

ке tL (s), имеет ширину локализации τL (s) и ха-

рактеризуется амплитудой bL. Пять параметров каж-

дого ENS zL(t − tL) формируют одномерный массив

L = (bL, f L, tL, τL, αL). Принцип суперпозиции позволяет

представить CWT V(ν, t) (6) суммарного нестационар-

ного сигнала Z(t) (12) в виде суммы СWT для каждого

отдельного ENS VL(ν, t). Величина VL(ν, t), вычисленная
для ENS zL(t − tL) c помощью AWM, имеет вид

VL(ν, t) = V(+)
L (ν, t, f L, αL) + V(+)

L (ν, t,− f L,−αL),
(14)

V(+)
L (ν, t, f L, αL) =

mbLDm exp
[

− (t−tL)
2

4τ 2
L κ

2
L

]

√
8τLκL

×
{

exp

[

i δL −
�2

m( f L − ν)2

ν2κ2L

]

−exp

[

iγL−�2
m − �2

m f 2L
ν2κ2L

]}

,

(15)
κ2L =1 + m2/(2ν2τ 2

L ), γL =αL + 2π f L(t − tL)/κ
2
L, (16)

δL = αL + 2π f L(t − tL)
(

1 + m2/(2ν f Lτ
2

L )
)

/κ2L. (17)

Анализируя выражение (14), получаем, что при рас-

смотрении положительных частот ν > 0 для CWT вкла-

дом V(+)
L (ν, t,− f L,−αL) (15) можно пренебречь, так

как параметр �2
m = 2π2m2 ≫ 1. Обычно для ENS (13)

выполняется условие f LτL ≫ 1, которое означает, что на

характерном интервале τL помещается много периодов

гармонических колебаний 1/ f L. При условии f LτL ≫ 1

для частот ν ≈ f L, характеризующих максимальное зна-

чение |VL(ν, t)|, функции κL ≈ 1 (16), если выполняется

неравенство m≪ f LτL. В этом случае поведение ам-

плитуды |VL(ν, t)| со временем t практически совпадает

с поведением амплитуды сигнала ENS (13). Макси-

мум |VL(ν, t)| по частоте ν наблюдается при ν = f L,

а по времени t в момент времени tL. С увеличени-

ем управляющего параметра m область локализации

сигнала по частотам может быть значительно умень-

шена. Полная ширина пика |VL(ν, t)|, зависящего от

частоты ν , на половине своего максимума равняется

21FWHM ≈
√
2 ln 2 f L/(πm).

Анализ формул (14)−(17) для |VL(ν, t)| показывает,

что для ЕNS c параметрами L = (3, 2, 12, 3, 0) изме-

нение параметра m приводит к незначительному из-

менению протяженности |VL(ν, t)| по оси времени t .
Так, при νL = 2Hz, τL = 3 s величина κL изменяется

с κL = 1.007 при m = 1, до κL = 1.16 при m = 5. Ло-

кализация |VL(ν, t)| по оси частот ν при увеличении

параметра m меняется довольно значительно, так как

ширина пика в точке t = tL, равная 1FWHM, обратно

пропорциональна величине m.

Продемонстрируем преимущества применения AWM

для анализа реального сигнала Z(t), представля-

ющего собой сумму двух ENS (13) c пара-

метрами S = (bS, f S, tS, τS, αS) = (3, 2, 12, 3, 0), W =
= (bW, f W, tW, τW, αW) = (1, 3, 12, 1, 0), и случайного

сигнала с амплитудой A

Z(t) = zS(t − tS) + zW(t − tW) + A
(

Random(t) − 0.5
)

,

(18)

где Random(t) — случайная функция, изменяющаяся в

интервале 0 ≤ Random(t) ≤ 1. Отметим, что два ENS c

приведенными параметрами S и W имеют одинаковые

центры локализации tS = tW = 12 s, различные частоты

0 4 6 3 14 22

Z
  
t

,

–1.0

1.0

0.2

0.8

0.4
0.6

2 8 12 16 18 20
t, s

0

–0.4

–0.8

–0.2

–0.6

Рис. 1. Зависимость сигнала Z(t) (18) от времени t, s. Пара-

метры S = (3, 2, 12, 3, 0), W = (1, 3, 12, 1, 0), A = 1.2.
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Рис. 2. График величины |V(ν, t)| (6) в зависимости от

времени t, s и частоты ν , Hz для сигнала Z(t) (18) (рис. 1),
построенный с помощью AWM (m = 1) (1).
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Рис. 3. График величины |V(ν, t)| (6) в зависимости от

времени t, s и частоты ν , Hz для сигнала Z(t) (18) (рис. 1),
построенный с помощью AWM (m = 2) (1).
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Рис. 4. Разрез CWT |V(ν, t0)|, выполненный в точке t0 = 12 s,

в зависимости от частоты ν , Hz для сигнала Z(t) (18). Тонкой
линией показан разрез для m = 1, толстой линией — m = 2.

f S = 2Hz, f W = 3Hz и радиусы локализации τS = 3 s,

τW = 1 s. На рис. 1 изображен сигнал Z(t) (18) для

случая A = 1.2. При A = 1.2 максимальные значения

суммарного стохастического сигнала Z(t) (18) примерно
в 2 раза превосходят сумму двух ЕNS zS(t − tS) и

zW(t − tW) с теми же значениями параметров S и W,

вычисленных в момент времени t0 = tS = tW . На рис. 2, 3

представлен результат численного расчета поверхности

|V(ν, t)| (6), зависящей от частоты ν и времени t,
для модельного сигнала Z(t) (18), причем на рис. 2

управляющий параметр AWM m = 1, а на рис. 3 —

m = 2. Сравнение рис. 2 и 3 показывает, что при

увеличении управляющего параметра m в 2 раза (рис. 3)

удается спектрально разрешить суперпозицию двух ENS,

имеющих частоты f S и f W, зашумленных случайным

сигналом с амплитудой A = 1.2. На рис. 4 изображен

разрез поверхности |V(ν, t0)| в зависимости от частоты

ν в момент времени t0 = 12 s. Тонкой линией обозначен

разрез поверхности с m = 1 (плохое спектральное раз-

решение двух пиков f S и f W), толстой линией — m = 2

(хорошее спектральное разрешение). Таким образом,

увеличивая в 2 раза управляющий параметр AWM при

вычислении |V(ν, t)|, мы смогли спектрально разрешить

два ENS, сильно зашумленных случайным сигналом.

Корреляционная функция сигналов

Для любых сигналов Zα(t) и Zβ(t) можно ввести

кросскорреляционную функцию (ССF) [4,5]

CCFαβ(t) =

∞
∫

−∞

Zα(t
′)Zβ(t + t′)dt′. (19)

Функция CCFαβ(t) характеризует взаимосвязь между

сигналами, взятыми в различные моменты времени.

Если в качестве сигнала Zα(t) взять ENS zL(t) с па-

раметрами L, а в качестве Zβ(t) взять ENS zK(t) c

параметрами K, то в этом случае CCFLK(t) равна

CCFLK(t) =
bLbK exp

(

− t20
4τ 2

6

)

4τ6
√
π

{

exp[−(FK0 + FL0)
2] cos γ+

+ exp[−(FK0 − FL0)
2] cos γ−

}

,

(20)

t0 = t − (tK − tL), τ
2
6 = τ 2

K + τ 2
L , τ0 = τKτL/

√

τ 2
K + τ 2

L ,

(21)

FK0 = 2π f Kτ0, FL0 = 2π f Lτ0, (22)

γ+ =
2π[ f Kτ

2
K − f Lτ

2
L ]t0

τ 2
K + τ 2

L

+ αK + αL,

γ− =
2π[ f Kτ

2
K + f Lτ

2
L ]t0

τ 2
K + τ 2

L

+ αK − αL. (23)

Анализируя соотношение (20), получаем, что при вы-

полнении соотношений f Kτ0 ≫ 1, f Lτ0 ≫ 1 основной

вклад в CCFLK(t) дает второе выражение в фигурной

скобке, пропорциональное cos γ−. Если частоты про-

стейших нестационарных сигналов одинаковы f K = f L,

то CCFLK(t), центрированная по времени в точке

t = tK − tL, будет осциллировать с частотой f K . Если

частоты сигналов f K и f L отличаются друг от дру-

га, то CCFLK(t) будет уменьшаться по амплитуде на

множитель exp
(

−(FK0 − FL0)
2
)

, а характерная частота

осцилляций функции CCFLK(t)

f LK = ( f Kτ
2

K + f Lτ
2

L )/(τ 2
K + τ 2

L ). (24)
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Двойная вейвлетная корреляционная
функция нестационарных сигналов

Предположим, что у нас существуют два NS Zα(t) и

Zβ(t). Сигналу Zα(t) соответствует CWT (12), равное

Vα(ν, t), а сигналу Zβ(t) соответственно Vβ(ν, t). Введем
DWCαβ(ν, t) — двойную вейвлетную корреляционную

функцию (DWC — double wavelet correlation) этих NS

согласно соотношению

DWCαβ(ν, t) =

∞
∫

−∞

dt′
∞
∫

−∞

dν ′V∗

α (ν ′, t′)Vβ(ν + ν ′; t + t′).

(25)

Предположим, что сигнал Zα(t) будет представлять

собой суперпозицию Nα ENS (12), (13), каждый из

которых будет характеризоваться одномерным вектором

Lµ , состоящим из пяти параметров. Сигнал Zβ(t) будет

представлять собой суперпозицию Nβ ENS (12), (13),
каждый из которых будет характеризоваться одномер-

ным вектором Kν . В этом случае DWCαβ(ν, t) (25)
может быть выражена через комбинацию DWCLK(ν, t)
двух ENS

DWCLK(ν, t) =

∞
∫

−∞

dt′
∞
∫

−∞

dν ′V∗

L (ν ′, t′)VK(ν + ν ′; t + t′).

(26)

В этом выражении VL(ν, t) и VK(ν, t) (14) представ-

ляют собой CWT (6) двух ENS zL(t − tK) c вектором

параметров L = (bL, f L, tL, τL, αL) и zK(t − tK) с векто-

ром K = (bK, f K, tK , τK, αK). Предположим, что частота

сигнала zK(t − tK), равная f K , больше, чем частота

сигнала zL(t − tL), равная f L ( f K > f L) . В этом случае

в функции DWCLK(ν, t) нам достаточно интересоваться

лишь положительными значениями частоты ν > 0. За-

метим, что интеграл по времени t′ в выражении (26)
с помощью (14)−(17) может быть вычислен точно.

Учитывая только положительно частотные части в вы-

ражениях VL(ν, t) и VK(ν, t), с большой точностью функ-

цию DWCLK(ν, t) можно выразить через однократный

интеграл I LK(ν, f L, f K) по частоте ν ′, значение которого

находится численно

DWCLK(ν, t) =
bLbKm2D2

m

√
π

4τ6
exp

[

iγLK − t20
4τ 2

6

− 4π2( f L − f K)2τ 2
0

]

I LK(ν, f L, f K).

(27)
В выражении (27)

t0 = t − (tK − tL), ν0 = ν − ( f K − f L), τ6 =
√

τ 2
L + τ 2

K ,

(28)

τ0 = τLτK/τ6, γLK = αK − αL + 2π( f Lτ
2

L + f Kτ
2

K )/τ 2
6 .

(29)

t, s

0
5

10 12
18

22
4

3
2

1
0

n
, H

z2
8

15
20

25

|DWC ( , )|LK n t

Рис. 5. Модуль двойной вейвлетной корреляционной функции

|DWCLK(ν, t)| в зависимости от частоты ν , Hz и времени t, s
для двух ENS-сигналов zL(t − tL) и zK(t − tK) (13) с одина-

ковыми частотами, где L = (3, 2, 12, 3, 0), K = (1, 2, 21, 1, 0),
m = 1 (1).

Поведение DWCLK(ν, t) по времени характеризуется

гауссовой формой. Функция DWCLK(ν, t) имеет макси-

мум по времени в точке t0 = t − (tK − tL) = 0, и ее ха-

рактерная ширина по времени определяется величиной

τ6 (28). Если частоты элементарных нестационарных

сигналов различны, то в этом случае DWCLK(ν, t) стано-
вится очень малой. Однократный интеграл I LK(ν, f L, f K)
в (27) имеет вид

I LK(ν, f L, f K) = exp(−2�2
m)

∞
∫

−∞

exp

(

− �2
m f 2L

(ν ′ + f L)2

)

×
[

exp

(

2�2
m f L

ν ′ + f L

)

− 1

]

exp

(

− �2
m f 2

K

(ν ′ + ν0 + f K)2

)

×
[

exp

(

2�2
m f K

ν ′ + ν0 + f L

)

− 1

]

dν ′. (30)

Анализ показывает, что максимальное значение

I LK(ν, f L, f K) достигается при частотах ν , при ко-

торых ν0 = ν − ( f K − f L) = 0. На рис. 5 построена

функция |DWCLK(ν, t)| для двух элементарных сиг-

налов с одинаковыми частотами f L = f K = 2Ḣz, цен-

трированных в различных точках по времени tL =
= 12 s, tK = 21 s. В этом случае по времени функ-

ция |DWCLK(ν, t)| имеет максимум в точке t = 9 s

(t0 = 0 (28)), а по частоте ν функция |DWCLK(ν, t)|
имеет максимум в точке ν = 0 (ν0 = 0 (28)). На рис. 6

для управляющего параметра m = 1 построена функция

|DWCLK(ν, t)| для двух ENS-сигналов с разными часто-

тами f L = 2, f L = 3Hz, центрированных в различных

точках по времени tL = 12 s, tK = 21 s. В этом случае

функция |DWCLK(ν, t)| по времени имеет максимум

в точке t = 9 s (t0 = 0 (28)), а по частоте ν функ-

ция |DWCLK(ν, t)| имеет максимум в точке ν = 1Hz

(ν0 = 0 (28)).
Характерная частотная локализация функции

DWCαβ(ν, t) может быть изменена с помощью

управляющего параметра m. На рис. 7 для управляющего

параметра m = 2 построена функция |DWCLK(ν, t)| для
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Рис. 6. Модуль двойной вейвлетной корреляционной функции

|DWCLK(ν, t)| в зависимости от частоты ν , Hz и времени t, s
для двух ENS-сигналов zL(t − tL) и zK(t − tK) (13) с раз-

личными частотами, где L = (3, 2, 12, 3, 0), K = (1, 3, 21, 1, 0),
m = 1 (1).
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Рис. 7. Модуль двойной вейвлетной корреляционной функции

|DWCLK(ν, t)| в зависимости от частоты ν , Hz и времени t, s
для двух ENS-сигналов zL(t − tL) и zK(t − tK) (13) с раз-

личными частотами, где L = (3, 2, 12, 3, 0), K = (1, 3, 21, 1, 0),
m = 2.
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Рис. 8. Разрез величины
|DWCLK (ν,t=tK−tL)|

|DWCmax|
в момент вре-

мени t = tK − tL (t0 = 0 s (28)) в зависимости от частоты

ν , Hz. Сигналы zL(t − tL) и zK = (t − tK) характеризуются

L = (3, 2, 12, 3, 0), K = (1, 3, 21, 1, 0) (13). Тонкой линией по-

строен разрез для m = 1, толстой — для m = 2.

двух элементарных сигналов с разными частотами f L =
= 2, f K = 3Hz, центрированных в различных точках

по времени tL = 12 s, tK = 21 s. Сравнивая поверхности,

представленные на рис. 6 и 7 для аналогичных

параметров двух ENS-сигналов, можно сделать

вывод о том, что ширина частотной локализации

DWCαβ(ν, t) для m = 2 значительно меньше (рис. 7),
чем DWCαβ(ν, t), построенная для m = 1 (рис. 6). Разрез
этих поверхностей DWCLK(ν, t) построен на рис. 8 при

t = 9 s (t0 = 0 (35)) для двух ENS с параметрами L =
= (3, 2, 12, 3, 0) и K = (1, 3, 21, 1, 0). Тонкой линией

показан разрез DWCLK(ν, t0), выполненный с

управляющим параметром m = 1, толстой линией —

разрез с m = 2.

Заключение

В настоящей работе проанализирована новая проце-

дура исследования NS, которая основана на вычисле-

нии V(ν, t) (6) — CWT с помощью AWM (1), (2),
зависящего от управляющего параметра m. Показано,

что преимущество использования AWM заключается в

возможности более точной диагностики частотной и

временной локализаций исследуемого NS при помощи

изменения управляющего параметра m при вычислении

V(ν, t). Получены критерии разрешимости спектральных

пиков для двух ENS. Показано, что при увеличении m
степень разрешения может быть значительно улучшена.

Введена модель сложного сигнала Z(t) (12) как супер-

позиции ENS zL(t − tL) (13). Каждый ENS представляет

собой произведение огибающей гауссовой формы на

осциллирующую функцию с фиксированной частотой.

Получено аналитическое выражение CWT VL(ν, t) (14)
для ENS (13). Показано, что при увеличении управ-

ляющего параметра m зависимость VL(ν, t) от времени

слабо меняется и в основном повторяет зависимость от

времени сигнала ENS. Частотная локализация VL(ν, t)
при увеличении m для ENS может быть значительно

улучшена. Рассмотрена модель реального сигнала Z(t),
представляющего собой суперпозицию двух ENS и слу-

чайного сигнала. Показано, что, увеличивая параметр

m, можно для CWT такого сигнала V(ν, t) выполнить

спектральное разрешение двух ENS, имеющих близкие

частоты.

Введена новая двойная вейвлетная корреляционная

функция DWCαβ(ν, t), которая представляет собой CWT

корреляцию величин Vα(ν, t) и Vβ(ν, t), вычисленных как

по частоте ν , так и по времени t для двух нестацио-

нарных сигналов Zα(t) и Zβ(t). На примере двух ENS

вычислено значение DWCLK(ν, t). Показано, что анализ

поведения DWCLK(ν, t) по времени может определить

разность времен локализации tL и tK ENS. Локализация

DWCLK(ν, t) по частоте позволяет определить разность

частот f K и f L двух ENS. Это является преимуществом

DWCLK(ν, t) перед классической CCFLK(t), которая не

позволяет определять разность частот двух исследуемых

сигналов. Показано, как с помощью параметра m можно

изменять частотное разрешение DWCLK(ν, t).
Предлагаемые подходы могут быть применены для

анализа реальных нестационарных сигналов в физике,
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имеющих сложную динамику изменения как амплитуд-

ных, так и спектральных свойств. Увеличивая управляю-

щий параметр m, можно улучшать условие разрешения

спектральных свойств сигналов, имеющих близкие ча-

стоты.

В настоящее время большое значение имеет изучение

электроэнцефалограммы (EEG), представляющей собой

электрическую активность огромного количества нейро-

нов, расположенных вблизи регистрирующего электро-

да [27,28]. Использование функции DWCαβ(ν, t) упро-

стит описание синхронности и когерентности бегущих

волн сигналов EEG, распространяющихся по коре го-

ловного мозга, и позволит вычислить динамику их кор-

реляций [40]. Предлагаемый метод может быть применен

для анализа корреляции вспышек EEG [16], а также

вызванных потенциалов (EP — evoked potentials) —

кратковременных изменений электрической активности

мозга, возникающих в ответ на сенсорную стимуля-

цию [41,42]. Применение DWCαβ(ν, t) к EP позволит

установить количественные параметры, описывающие

синхронность потенциалов EP в различных точках ко-

ры головного мозга. Использование DWCαβ(ν, t) может

оказаться полезным при изучении быстроизменяющихся

вспышечных процессов в физике плазмы и астрофи-

зике [32,43,44]. Этa методика может быть применена

для анализа корреляции вспышек на Солнце и ис-

следовании сигналов пульсаров. Предлагаемый метод

может найти свое применение для описания неравно-

весных явлений в теории взаимодействующих когерент-

ных пространственно-временных структур, для описания

сейсмологических сигналов [45,46]. Особенно важно

применение DWCαβ(ν, t) для сред, обладающих сильной

дисперсией. В этом случае необходимо находить кор-

реляции между вспышками, частотный состав которых

в процессе их распространения может претерпевать

значительные изменения.

Известно, что для анализа стабильности работы кван-

тового стандарта частоты (QSF) используется критерий,

основанный на вычислении дисперсии Аллена [30,31].
Формула для дисперсии Аллена выведена в предположе-

нии нормального, стационарного, эргодического случай-

ного процесса, когда флуктуации сигнала во временном

представлении не коррелированы между собой. Однако

для реальной ситуации в течение всего срока службы

работы QSF могут развиваться различные переходные

процессы [47–49]. В этом случае шумы QSF могут

возникать и исчезать, а их спектральные характеристики

будут изменяться во времени. Следовательно, такой

процесс нельзя рассматривать как стационарный. Обоб-

щение формулы Аллена требует разработки новых кри-

териев для анализа нестабильности QSF. Для решения

такой задачи вместо преобразования Фурье можно будет

использовать CWT V(ν, t), а также предложенную в

настоящей работе функцию DWCαβ(ν, t), опирающуюся

на AWM.

Еще одним применением разрабатываемой в насто-

ящей работе методики может стать изучение корре-

ляционных свойств сигналов, получаемых с помощью

фемтосекундных лазеров [50,51]. Нестационарность ин-

терференционных процессов для ультракоротких источ-

ников излучения, имеющих различные пространственно-

частотные характеристики с сильно изменяющейся ам-

плитудой во времени, требует новых подходов к расчету

корреляции таких сигналов. В этом случае применение

функции DWCαβ(ν, t) также поможет в интерпретации

экспериментов с ультракороткими импульсами, имею-

щими сложный частотный состав.
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