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Рассмотрена эволюция параметрических q-энтропии и q-информации различия к равновесному состоянию

при спонтанных переходах и при переходах от ламинарного течения к турбулентному для неэкстенсивных

самоорганизующихся систем. Доказываются S- и I-теоремы об изменениях мер при условии постоянства

средних энергий.

Введение

В настоящее время в неэкстенсивной статистической

механике и термодинамике достигнут значительный про-

гресс, обусловленный новыми приложениями в исследо-

ваниях аномальных физических процессов. Результаты

для равновесных и неравновесных систем изложены

в [1–3], где обсуждаются различные подходы, идеи

и методы исследований в классическом и квантовом

случаях. Изучены негауссовые и негиббсовые распре-

деления на основе однопараметрической q-энтропии
Хаврда−Чарват−Дароши

S = S(p) =

∫

s pqdX =
k

q − 1

(

1−

∫

pqdX
)

(1)

и q-информация различия Ратье–Каннаппана

I = I(p1 : p2) =

∫

i pq
1dX

= − [S(p1) − S(p2)] +

∫

(

pq
1 − pq

2

)

s(p2)dX

=
k

1− q

(

1−

∫

pq
1p1−q

2 dX
)

≥ 0, (2)

∫

pdX =

∫

p1dX =

∫

p2dX = 1,

0 ≤ p < ∞, 0 ≤ p1 < ∞, 0 ≤ p2 < ∞

для классических систем. Здесь k — постоянная Больц-

мана и q > 0 есть действительное число. Равенство в (2)
достигается тогда и только тогда, когда p1 = p2. Мате-

матически строгий вывод мер (1) и (2) с дискретным

распределением при аксиоматическом подходе впервые

приводится в работах [4–6] по статистической теории

информации после фундаментальной работы А. Ре-

ньи [7], где обосновывается новая однопараметрическая

q-энтропия

S = S(p) =
k

1− q
ln

(

∫

pqdX
)

. (3)

В случае фрактальных систем параметр q в (3) связан

с фрактальной размерностью [8]. Для рассматриваемых

систем в (1) и (2) параметр q характеризует степень

неэкстенсивности, проявляющейся в законе композиции

энтропий с квадратичной нелинейностью

S = S1 + S2 + k−1(1− q)S1S2,

I = I1 + I2 − k−1(1− q)I1I2 (4)

для двух независимых систем с p(X1, X2) = p(X1)p(X2),
p1(X1, X2) = p1(X1)p1(X2), p2(X1, X2) = p2(X1)p2(X2)
и dX = dX1dX2. Функционалы (1) и (2) являются

средними значениями микроскопической энтропии

s(p) = k(1− q)−1(1− p1−q) и информации различия

i = i(p1 : p2) = −[s(p1) − s(p2)], которые при

q = 1 имеют известные значения s(p) = −k ln p
и i(p1 : p2) = k ln(p1/p2). Усреднение в (1) и (2)
проводится ненормированным распределением pq

1 .

Справедливость такого единственного правильного

усреднения [4,5] вытекает также из условия термоди-

намического равновесия неэкстенсивных систем [9].
В пределе q → 1 из (1)−(3) вытекают энтропия

Больцмана−Гиббса S(p) = −k
∫

p ln pdX и информация

различия Кульбака I(p1 : p2) = k
∫

p1 ln(p1/p2)dX [10]
для аддитивных статистических систем.

Энтропия и информация различия (или относительная

информация) при переходе между состояниями с p1

и p2 определяют соответственно статистические меры

разупорядоченности и упорядоченности микросостояний

системы, что является фундаментом для исследований

процессов самораспада при спонтанных и самоорганиза-

ции при вынужденных переходах между стационарными

состояниями, характеризующимися набором управля-

ющих параметров. В работе [11] теоретико-информа-

ционным подходом [12] исследовался процесс самоорга-

низации в генераторе Ван-дер-Поля для неэкстенсивных

систем с изменением значений параметра обратной

связи при вынужденных переходах между стационар-

ными состояниями в открытой системе. Представле-

ны S-теорема об уменьшении переномированной (соот-
ветствующей одинаковым значениям средней энергии)

24



О самоорганизации при переходе от ламинарного течения к турбулентному для неэкстенсивных... 25

энтропии (1) и I-теорема, утверждающая увеличение

переномированной информации различия (2) в процессе

самоорганизации. При q = 1 полученные результаты

дают известные S- и I-теоремы [13,14]. В дополнение

работы [11] здесь ставится цель — исследовать процесс

самоорганизации при переходе от ламинарного течения

к турбулентному, который рассматривался в [15] для

аддитивных систем.

Переходы относительно равновесного
состояния системы

Рассмотрим спонтанный переход от произвольного

состояния неэкстенсивной термодинамической системы

с распределением f = f (v, t) к состоянию полного рав-

новесия, описываемого известным распределением

f 0 = f 0(v) =

[

1− (1− q)
mv2

2kT

]1/(1−q)

Z−1,

∫

f 0d3vdV = N,

Z = n−1

(

2πkT
m

)3/2

(1− q)−1/2

(

5− 3q
2

)

−1(
3− q
2

)

−1

× Ŵ

(

1

1− q

)

Ŵ−1

(

3− q
2(1 − q)

)

,
1

3
< q ≤ 1,

Z = n−1

(

2πkT
m

)3/2

(q − 1)−3/2

× Ŵ

(

5− 3q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

1

q − 1

)

, q ≥ 1, (5)

обобщающим соответствующее распределение Максвел-

ла. Здесь n = N/V , N — число частиц, m — масса

частицы, V — объем системы, T — температура, а

функция Z находится при интегрировании по фазовому

объему, используя связь между импульсами и скоростя-

ми d3p = m3d3v. Она зависит от гамма-функции Ŵ(x) и

имеет разные значения для соответствующих областей

изменения параметра q. Полное равновесное однородное

распределение (5) находилось различными методами

(см., например, [16,17]).

Переход характеризуется, согласно (2), информацией
различия

I = I( f : f 0) =
kV

1− q

∫

(

f − f q f 1−q
0

)

d3v

= Zq−1

[

−(S − S0) +
1

T
(E − E0)

]

≥ 0, (6)

где для энтропий и средних энергий имеем выражения

S = S( f ) =
kV

q − 1

∫

( f − f q)d3v,

S0 = S( f 0) =
kV

q − 1

∫

(

f 0 − f q
0

)

d3v,

E = V
∫

mv2

2
f qd3v, E0 = V

∫

mv2

2
f q
0d3v,

∫

f d3v =

∫

f 0d3v = n. (7)

Используем условие постоянства средних энергий

Гиббса
∫

mv2

2
f qd3v =

∫

mv2

2
f q
0d3v, (8)

и из (6) вытекает неравенство I( f : f 0)Z1−q = −
(

S( f ) −

−S( f 0)
)

≥ 0, из которого следует максимальность рав-

новесной энтропии. Информация различия является зна-

коопределенной функцией Ляпунова. Чтобы состояние

полного равновесия было устойчивым, необходимо сле-

дующее неравенство:

dI( f : f 0)

dt
Z1−q = −

d
(

S( f ) − S( f 0)
)

dt
≤ 0. (9)

Из (9) следует неравенство для информации разли-

чия dI/dt ≤ 0 и неравенство для энтропии dS/dt ≤ 0,

которое формулирует H-теорему с перенормирован-

ным распределением, вытекающим из условия посто-

янства средних энергий. Таким образом, происходит

совместное уменьшение информации различия и уве-

личение энтропии. Имеет место уменьшение статисти-

ческой упорядоченности и увеличение статистической

разупорядоченности в микросостояниях неэкстенсив-

ной системы при приближении к состоянию полного

равновесия. При q = 1 распределение (5) и энтро-

пия (7) равняются равновесному распределению Макс-

велла f 0(v) = (2πkT/m)−3/2 exp(−mv2/2kT ) и энтро-

пии идеального газа S( f 0) = −kn
∫

f 0(v) ln n f 0(v)d3v.

В итоге получим известные результаты для аддитивных

систем.

Переходы от ламинарного течения
к турбулентному

Согласно работе [15], определим два стационарных

состояния неэкстенсивной системы как ламинарное и

турбулентное течение несжимаемой жидкости, и рас-

смотрим вынужденные переходы между ними, задавая

соответствующие энергии как различные кинетические

энергии относительно среднего потока.

В первом случае имеем локальное равновесное рас-

пределение

f 1= f lam(r, v)=

[

1− (1− q)
m(v− ulam(r)

)2

2kTlam

]1/(1−q)

Z−1
1 ,

Z1 = n−1

[

2πkTlam

m(q − 1)

]3/2

Ŵ

(

5− 3q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

1

q − 1

)

(10)

Журнал технической физики, 2016, том 86, вып. 6



26 Р.Г. Зарипов

для значений q ≥ 1, локальной скорости и температуры

ламинарного движения ulam(r) и Tlam. Локальное равно-

весное распределение (10), обобщающее соответствую-

щее распределение Максвелла, наступает до установ-

ления полного равновесного однородного распределе-

ния (5). Локальная энтропия и среднее значение энергии

имеют следующий вид:

S lam =
kV

q − 1

∫

(

f 1 − f q
1

)

d3v

=
kVπ3/2

(q − 1)

{

N −

[

2kTlam

(q − 1)m

]3/2

× Ŵ

(

3− q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

q
q − 1

)

Z−q
1

}

,

Elam = V
∫

m
(

v− ulam(r)
)2

2
f q
1d3v

=
3mVπ3/2

2

[

2kTlam

(q − 1)m

]5/2

× Ŵ

(

7− 3q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

q
q − 1

)

Z−q
1 . (11)

Во втором случае рассматривается турбулентное те-

чение с локальным распределением

f 2 = f̃ turb(r, v, t)

=

[

1− (1− q)
m

(

v− ũ(r, t)
)2

2kTturb

]1/(1−q)

Z−1
2 , (12)

где ũ(r, t) = u(r) + δu(r, t) есть случайная локальная

скорость потока. Аналогичным образом находим локаль-

ную энтропию и среднее значение энергии

Sturb =
〈

S̃turb

〉

=
kV

q − 1

(

∫

〈

f 2 − f q
2

〉

d3v
)

=
kVπ3/2

(q − 1)

{

N −

[

2kTturb

(q − 1)m

]3/2

× Ŵ

(

3− q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

q
q − 1

)

Z−q
2

}

,

Eturb =
〈

Ẽturb

〉

= V
∫

m
(

v− uturb(r)
)2

2
〈 f 2〉

qd3v

=
3mVπ3/2

2

[

2kTturb

(q − 1)m

]5/2

× Ŵ

(

7− 3q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

q
q − 1

)

Z−q
2 . (13)

Здесь угловые скобки означают усреднение по времени

и соответственно uturb = 〈ũ(r, t)〉 есть средняя скорость

турбулентного течения.

По критерию S-теоремы [15] определим состояние

”
физического хаоса“ для ламинарного течения и потре-

буем выполнения равенства средних энергий

∫

m
(

v− ulam(r)
)2

2

(

f 1

)q
d3v

=

∫

m
(

v− uturb(r)
)2

2

〈

f 2

〉q
d3v. (14)

В отличие от равенства (8) средних энергий по Гибб-

су в равенстве (14) интегрирование имеет место для

различных кинетических энергий относительно среднего

потока.

Из (14) находим зависимость между температурой

ламинарного течения и турбулентного течения

mVπ3/2

[

2kTlam

(q − 1)m

]5/2

Ŵ

(

7− 3q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

q
q − 1

)

Z−q
1

= mVπ3/2

[

2kTturb

(q − 1)m

]5/2

Ŵ

(

7− 3q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

q
q − 1

)

Z−q
2

+
1

3
m

〈

(δu)2
〉

mVπ3/2

[

2kTturb

(q − 1)m

]3/2

× Ŵ

(

3− q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

q
q − 1

)

Z−q
2

(15)

с Tlam > Tturb. Управляющим параметром является

тензор напряжений Рейнольдса, который определя-

ется коллективными движениями между течениями.

При q = 1 из (15) вытекает известное равенство

kTlam = kTturb + 1
3
m〈(δu)2〉 [15].

Для разности энтропий ламинарного и стационарного

турбулентного течений получим равенство

S lam − Sturb = N

(

kπ3/2

q − 1

)[

2πk
(q − 1)m

]
3
2
(1−q)

× Ŵ

(

3− q
2(q − 1)

)

Ŵ−1

(

q
q − 1

)

Ŵ−q

(

5− 3q
2(q − 1)

)

× Ŵ

(

1

q − 1

)

[

(

1

Tturb

)
3
2
(q−1)

−

(

1

Tlam

)
3
2
(q−1)

]

,

(16)

Таким образом, из (16) вытекает, что при переходе от

ламинарного течения к турбулентному для неэкстенсив-

ных систем с 1 < q < 5/3 локальная энтропия уменьша-

ется согласно неравенству S lam − Sturb > 0, определяю-

щему критерий самоорганизации. Статистическая разу-

порядоченность микросостояний системы уменьшается,

и изменение энтропии Tlam(S lam − Sturb) = Rmin [14,18]
обусловлено работой по изменению состояния течения.
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Заключение

В работе показано, что при спонтанных переходах

к состоянию полного однородного равновесия происхо-

дит процесс самораспада с совместным уменьшением

меры упорядоченности и увеличением меры разупоря-

доченности в микросостояниях неэкстенсивных систем.

Переход от ламинарного течения к турбулентному для

неэкстенсивных систем с 1 < q < 3/2 характеризует-

ся процессом самоорганизации с уменьшением меры

разупорядоченности. При q = 1 приведенные результаты

совпадают с выводами работы [15]. Случай с 1/3 < q < 1

для распределения (5) не рассматривается, и для него

можно повторить проводимые вычисления.
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