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Исследовано возникновение постоянного тока в полупроводниковой сверхрешетке, вдоль оси которой при-

ложено высокочастотное бихроматическое электрическое поле, а перпендикулярно поверхности направлено

постоянное магнитное поле, в направлении, перпендикулярном оси сверхрешетки. В первом неисчезающем

приближении по напряженности магнитного поля получено явное выражение для плотности тока в случае

отношения частот электрических полей, равном двум.

1. Введение

Исследование кинетических явлений, связанных с сов-

местным воздействием на электронный газ низкоразмер-

ных структур высокочастотного электрического и посто-

янного магнитного полей [1–7], представляет интерес

в связи с возможностью расширить представление о

свойствах таких материалов при помощи сравнительно

простых по постановке экспериментов. В [1] экспери-

ментально исследовано возникновение гигантских фо-

тотоков в квантовой яме HgTe/HgCdTe, состояния но-

сителей заряда в которой описываются уравнением

Дирака, в условиях воздействия циркулярно поляризо-

ванного терагерцевого излучения, нормально падающе-

го на поверхность образца, и постоянного магнитного

поля, вектор индукции которого также перпендикуля-

рен поверхности образца. Показано, что возникновение

тока связано с проявлением циклотронного резонанса,

причем резонанс возникает при меньших на порядок

значениях индукции магнитного поля по сравнению с

детекторами на основе объемных образцов InSb, что

открывает перспективы использования рассматриваемых

квантовых ям в качестве детекторов циркулярно поляри-

зованного излучения. В [2,3] теоретически исследовано

влияние постоянного магнитного поля на поглощение и

усиление терагерцевого излучения полупроводниковой

сверхрешеткой, обсуждаются преимущества построения

усилителя терагерцевого излучения на основе нели-

нейных циклотронных колебаний, возникающих в скре-

щенных высокочастотном электрическом и магнитном

полях. В [8,9] исследуется возникновение постоянного

тока в гетероструктурах, на поверхности которых создан

периодический потенциал в виде сетки, не пропуска-

ющей свет, под воздействием нормально падающего

на поверхность образца электромагнитного излучения.

В [10,11] рассмотрены эффекты генерации постоянного

тока под воздействием электромагнитного поля на пери-

одически модулированную полупроводниковую плазму.

Для построения детекторов высокочастотного элек-

тромагнитного излучения могут быть использованы

эффекты когерентного смешивания электромагнитных

волн [12–23], состоящие в генерации постоянной со-

ставляющей плотности тока в присутствии только лишь

высокочастотного электрического поля и его кратной

(четной) гармоники. Одной из первых работ, посвя-

щенных подобным эффектам, является работа [12],
где рассмотрена полупроводниковая сверхрешетка (СР),
на поверхность которой нормально падают две элек-

тромагнитные волны, поляризованные вдоль оси СР.

В [12] вычислено значение тока вдоль направления

поляризации падающих волн в линейном приближении

по амплитуде напряженности второй гармоники, рас-

смотрены случаи ωτ ≫ 1 и ωτ ≪ 1 (ω — частота

основной гармоники, τ — среднее время релаксации).
Показано, что постоянная составляющая плотности то-

ка при воздействии на образец электрического поля

с напряженностью Ex = E10 cos 2ωt + E20 cos(ωt + φ) в

первом неисчезающем приближении jx ∼ E10E2
20. В [14]

обобщены результаты [12] на случай произвольного от-

ношения частот падающих волн, обсуждаются причины

возникновения эффекта. В [14] показано, что генерация

постоянного тока под влиянием бихроматического поля

возможна при отношении частот падающих волн, рав-

ном четному числу, а также — несократимой дроби.

Указаны физические причины возникновения подобных

эффектов — одна из волн (условно называемая полем

накачки), воздействуя на нелинейную среду, приводит

к осцилляциям внутризонной энергии электрона и воз-

никновению выделенного направления, а воздействие

второй волны (условно называемой пробным полем)
приводит к генерации постоянного тока. Авторы [14]
указывают на выраженную параметрическую природу

эффекта. Ранее подобное явление в полупроводниках

рассматривалось как фотостимулированный фотогальва-

нический эффект [15]. СР является нелинейной средой,
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поэтому с ростом амплитуды приложенного поля накач-

ки форма волны, распространяющейся в СР, меняется,

что учитывается в работах [16,17], где рассмотрен эф-

фект взаимного выпрямления синусоидальной и кнои-

дальной волн в полупроводниковой и графеновой СР.

Особенностью проявления этого эффекта в графеновой

СР является генерация постоянного тока не только в

случае совпадающих, но и в случае взаимно перпен-

дикулярных плоскостей поляризации падающих волн,

что связано с неаддитивностью энергетического спектра

графена [17,18].
В [6,7] исследовано возникновение постоянного тока

в графене, помещенном в постоянное магнитное поле, в

ситуации, когда на его поверхность падают две электро-

магнитные волны с разными частотами. В [6] рассмотрен
случай, когда плоскости поляризации волн взаимно

перпендикулярны друг другу, при этом постоянный ток

возникает вдоль направления поляризации обеих волн, в

то время как в отсутствие магнитного поля постоянный

ток возникает только в направлении поляризации волны

с удвоенной частотой. В [7] изучен эффект генерации

постоянного тока в графене под влиянием двух волн с

совпадающими плоскостями поляризации под влиянием

постоянного магнитного поля, перпендикулярного по-

верхности образца. Показано, что выпрямление попереч-

ного тока возникает при отношении частот падающих

волн, равном двум, и в первом неисчезающем приближе-

нии эффект квадратичен по амплитуде волны с частотой,

принятой за базовую, и линеен по амплитуде второй гар-

моники. Объяснением возникновения поперечного тока

в [6,7] является эффект Холла, связанный с наличием

выпрямленного тока, появляющегося за счет взаимного

влияния волны и ее четной гармоники в веществе,

и постоянного магнитного поля. В настоящей работе

предпринята попытка рассмотреть подобную [7] задачу

в полупроводниковой сверхрешетке. Интерес к этой

задаче обусловлен тем, что энергетический спектр СР

позволяет провести бо́льшую часть расчетов аналитиче-

ски и получить явное выражение для плотности тока, не

ограничиваясь лишь первым неисчезающим приближе-

нием по амплитудам напряженностей полей падающих

волн. Кроме того, известно (см., например, [14]), что

взаимное выпрямление волн в СР должно наблюдаться

на терагерцевых частотах, поэтому рассматриваемый

эффект при его экспериментальном подтверждении мо-

жет применяться в устройствах детектирования терагер-

цевого излучения.

2. Вычисление плотности постоянного
поперечного тока

Рассмотрим образец, на поверхность которого па-

дают две электромагнитные волны с частотами ω1

и ω2, а перпендикулярно поверхности приложено по-

стоянное магнитное поле. Геометрия задачи представ-

лена на рис. 1. Здесь E = {E1 + E2, 0, } — напря-

Рис. 1. Геометрия задачи.

женность электрического поля (здесь E1 = E10 cosω1t,
E2 = E20 cos(ω2t + φ)), H = {0, 0, H} — напряженность

магнитного поля, энергетический спектр СР имеет вид

ε(p) = 1

(

1− cos
px d
~

)

+
p2

y

2m
, (1)

где 1 — ширина мини-зоны, d — период СР. В этом

случае компоненты скорости v электрона имеют вид

vx = 1d
~
sin px d

~
, vy =

py

m . Будем использовать одномини-

зонное приближение. Неравновесная функция распреде-

ления f (p, t) удовлетворяет кинетическому уравнению

Больцмана с членом столкновений в форме постоянной

частоты столкновений ν :

∂ f (p, t)
∂t

+
(

eE +
e
c

[ν,H]
)∂ f (p, t)

∂p
=

− ν
(

f (p, t) − f 0(p)
)

. (2)

Здесь f 0(p) — равновесная функция распределения

электронов. Предполагая электронный газ невырожден-

ным, выбираем f 0(p) в форме функции распределения

Больцмана:

f 0(p) = A exp(−ε(p)/T ),

где

A = n(2π~)2
exp(−1/T )d

~
√
2πmT

1

2πI0(1/T )

— постоянная нормировки, Ik(x) — функция Бесселя

первого рода мнимого аргумента, n — поверхност-

ная концентрация носителей заряда, T — абсолютная

температура, e — элементарный электрический заряд.

Решение уравнения (2) может быть найдено методом

характеристик [24]:

f (p, t) = ν

t
∫

−∞

dt′ exp
(

−ν(t − t′)
)

f 0

(

p′(t′; p, t)
)

, (3)

где p′ — решение квазиклассического уравнения движе-

ния
dp′

dt′
= eE +

e
c
[ν,H] (4)

с начальным условием

p′ = p при t′ = t. (5)
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Постоянная составляющая плотности тока вдоль оси Oy
задается соотношением

jy =
〈

e
∑

p

νy f (p, t)
〉

t
, (6)

где угловые скобки 〈 〉t означают усреднение по боль-

шому по сравнению с периодом падающей волны про-

межутку времени, суммирование ведется по первой

зоне Бриллюэна. Подставив (3) в (6) и перейдя от

суммирования к интегрированию, получаем

jy =
eνA

(2π~)2

〈

∞
∫

−∞

d py

πd/~
∫

−πd/~

d pxνy(p)

×
t

∫

−∞

dt′ exp
(

ν(t′ − t)
)

exp

(

−ε(p′)

T

)〉

t

. (7)

Перепишем (4) в следующем виде:






dp′x
dt′ = eE10 cosω1t′+ eE20 cos(ω2t′+ φ) + eH

cm p′

y ,

dp′y
dt′ = − eH

c
1d
~
sin

p′x d
~
.

(8)

Переходим к следующим обозначениям:

t → t√
ω1ω2

, px ,y → px d
~

, F1 →
eE10√
ω1ω2

d
~
,

F2 →
eE20√
ω1ω2

d
~

β1 =
eH

cm
√
ω1ω2

, β2 =
eH

c
√
ω1ω2

1d2

~2
.

Уравнения (8) принимают вид






dp′x
dt′ = F1 cosαt′ + F2 cos

(

t′

α
+ φ

)

+ β1p′

y ,

dp′y
dt′ = −β2 sin p′

x .

(9)

Здесь α =
√
ω1/ω2. Решаем уравнения (9) итерациями

по магнитному полю, полагая

β2 ≪ F1, F2, β1py0 ≪ F1, F2. (10)

Здесь py0 — некоторое характерное значение компонен-

ты импульса при данной температуре. В нулевом при-

ближении по магнитному полю решение уравнений (9)
с учетом начальных условий (5) имеет вид

p′

x = px +
F1

α
(sinαt′ − sinαt)

+ F2α

(

sin

(

t′

α
+ φ

)

− sin

(

t
α

+ φ

))

, (11)

p′

y = py .

Подставляем (11) в правые части уравнений (9):






















dp′x
dt′ = F1 cosαt′ + F2 cos

(

t′

α
+ φ

)

+ β1py ,

dp′y
dt′ = −β2 sin

(

px + F1
α

(sin αt′ − sinαt)

+ F2α
(

sin
( t′

α
+ φ

)

− sin
( t
α

+ φ
)

))

.

(12)

Решение системы (12) имеет вид

p′

x = px + G(t′, t) + β1py (t
′ − t),

p′

y = py − β2 f 1 sin px − β2 f 2 cos px . (13)

Здесь введены обозначения

G(t′, t) =
F1

α
(sinαt′ − sinαt)

+ F2α

(

sin
( t′

α
+ φ

)

− sin
( t
α

+ φ
)

)

, (14)

f 1(t
′, t) =

t′
∫

t

dt′′ cos(G(t′′, t)),

f 2(t
′, t) =

t′
∫

t

dt′′ sin(G(t′′, t)). (15)

Подставим (13) в (7), проведем сдвиг t′ → t′ − t . Выра-
жение для плотности поперечного тока принимает вид

jy =
eγA exp

(

−1
T

)

(2π~)2
~
3

md3

0
∫

−∞

dt′ exp(γt′)

∞
∫

−∞

d py py

×
π

∫

−π

d px exp

(

1

T
cos(px + G(t′ + t, t) + β1py t′)

)

× exp

(

− ~
2

2md2T
(py − β2 f 1(t

′ + t, t) sin px

− β2 f 2(t
′ + t, t) cos px)

2

)

. (16)

Здесь γ = ν/
√
ω1ω2. Раскладываем подынтегральное вы-

ражение в (16) в ряд Тейлора по β1, β2 и ограничиваемся

первым порядком по магнитному полю. Получаем

exp

(

1

T
cos(px + G + β1py t′)

)

× exp

(

− ~
2

2md2T
(py − β2 f 1 sin px − β2 f 2 cos px)

2

)

≈ exp

(

− ~
2

2md2T
p2

y +
1

T
cos(px + G)

)

×
(

1 + 2β2py
~
2

2md2T
( f 1 sin pz + f 2 cos px)

− β1
1

T
~
2

m1d2
t1 sin(px + G)

)

. (17)

После интегрирования по px , py , выражение (16) прини-
мает вид

jy = 2en
1d
~

eH
cm

1√
ω1ω2

I1(1/T )

I0(1/T )
γ(P1 − P2), (18)
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P1=

0
∫

−∞

dt′ exp(γt′)

((

t′+t
∫

t

dt′ sin

(

F1

α
(sinαt′− sinαt)

+ F2α

(

sin
( t′

α
+ φ

)

− sin
( t
α

+ φ
)

)))

× cos

(

F1

α
(sin α(t′ + t) − sinαt)

+ F2α

(

sin
( t′ + t

α
+ φ

)

− sin
( t
α

+ φ
)

)))

; (19)

P2=

0
∫

−∞

dt′ exp(γt′)

((

t′+t
∫

t

dt′ cos

(

F1

α
(sinαt′− sinαt)

+ F2α

(

sin
( t′

α
+ φ

)

− sin
( t
α

+ φ
)

)))

× sin

(

F1

α
(sinα(t′ + t) − sinαt)

+ F2α

(

sin
( t′ + t

α
+ φ

)

− sin
( t
α

+ φ
)

)))

. (20)

После усреднения по большому по сравнению с

периодами падающих волн промежутку получаем, что

плотность тока равна нулю при отношении частот,

равном нечетному числу. При четном отношении частот

плотность тока отлична от нуля. В частном случае

ω1/ω2 = α2 = 2 получаем следующее выражение для

плотности постоянного поперечного тока:

jy = 8en
eH
mc

1

ω1

1d
~

I1(1/T )

I0(1/T )

[ ∞
∑

n1,n2,n3=−∞

J2n1+1

(

F1

α

)

×

exp(2iφ(1 + 2n2 + 2n3))(3 + 4n1 + 2n2 + 2n3) ×
× J4n2+1(F2α)J2(1+n1+n2+n3)

(F1
α

)

J4n3+1(F2α)

(3 + 4n1 + 4n2 + iαγ)(3 + 4n1 + 4n3 − iαγ)

+

exp(2iφ(3 + 2n2 + 2n3))(5 + 4n1 + 2n2 + 2n3) ×
× J4n2+3(F2α)J2(2+n1+n2+n3)

(F1
α

)

J4n3+3(F2α)

(5 + 4n1 + 4n2 + iαγ)(5 + 4n1 + 4n3 − αγ)

−
∞
∑

n1,n2,n3=−∞

J2(n1+n2+n3)+1

(

F1

α

)

J2n1

(

F1

α

)

× exp
(

2iφ(1 + 2n2 + 2n3)
)

(1 + 4n1 + 2n2 + 2n3)

×
(

J4n3(F2α)J4n2+2(F2α)

(4n1 + 4n3 − iαγ)(2 + 4n1 + 4n2 + iαγ)

+
J4n2(F2α)J4n3+2(F2α)

(4n1 + 4n3 − iαγ)(2 + 4n1 + 4n3 + iαγ)

)]

.

(21)

Здесь Jk(x) — функция Бесселя первого рода дей-

ствительного аргумента. Поскольку разложение в ряд

Тейлора функций Бесселя Jk(x) целого аргумента на-

Рис. 2. Зависимость плотности поперечного тока от амплиту-

ды E10 напряженности поля с удвоенной частотой (в отн. ед.).
График 1 соответствует E20 = 0.5, 2 — E20 = 1.0, 3 —

E20 = 2.0.

Рис. 3. Зависимость плотности поперечного тока от амплиту-

ды E20 напряженности электрического поля основной частоты

(в отн. ед.). График 1 соответствует E10 = 0.5, 2 — E10 = 1.0,

3 — E10 = 2.0.

чинается со слагаемого ∼ x k , в первое неисчезающее

приближение функции Бесселя с нечетными индексами

войдут как x1, с четными индексами — как x0. Тогда

в первом неисчезающем приближении по напряженно-

сти электрических полей jy ∼ E10E2
20 — квадратичен

по амплитуде напряженности поля волны с частотой,

принятой за базовую, и линеен по амплитуде второй

гармоники. Этот результат согласуется с полученным

ранее для графена [7]. Кроме того, в [14] показано, что
в рассматриваемой ситуации в отсутствие магнитного

поля jx ∼ E10E2
20 — ток, возникающий в нелинейной

структуре при когерентном смешивании плоскополяри-

зованной волны с ее второй гармоникой, т. е. jy ∼ jx H ,

что подтверждает холловскую природу возникающего

постоянного тока. На рис. 2 и 3 приведены графики

зависимости плотности поперечного тока от ампли-

туд напряженностей полей. Здесь введены обозначения

E10 →
eE10d
~ω1

, E20 →
eE20d
~ω2

. Хорошо виден немонотонный

характер этих зависимостей.
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Оценим значения напряженности магнитного поля,

при которых можно использовать представленный выше

метод решения уравнений движения. Как отмечалось,

условия применимости использованного подхода имеют

вид (10). Найдем среднее значение модуля компоненты

квазиимпульса |py |:

〈|py |〉 =
1

(2π~)2

∫

d2p
√

p2
y f (p), (22)

где f (p) — электронная функция распределения. По-

скольку речь идет об оценке характерного значения

квазиимпульса, выберем функцию распределения в фор-

ме равновесной функции распределения Больцмана,

нормированной на единицу (постоянная нормировки

A′ = (2π~) d
~
√

2πmT
exp(−1/T )
2πI0(1/T )

). Выражение (22) преобра-

зуется к виду

〈|py |〉 =
d
~

A′

(2π~)2

∞
∫

−∞

d py

π~/d
∫

−(π~/d)

d px

√

p2
y

× exp

(

−1

T

(

1− cos
px d
~

)

−
p2

y

2mT

)

=

√
2mT√
π

d
~
. (23)

Полагая температуру T ≈ 100K, эффективную массу

m ≈ 10−28 г, постоянную решетки d ≈ 10−6 см, получаем

〈|py |〉 ≈ 1.0, т. е. β12 ≪ F1, F2. Тогда условия (10) преоб-

разуются к виду

H ≪ c
(1d/~)

E10,20, H ≪ c
√
π~√
2T

E10,20. (24)

Считая ширину мини-зоны 1 ∼ 10−2 эВ, из условий (24)
получаем H ≪ 103E10,20. Отметим, что оценки прове-

дены без учета разогрева электронного газа полями

падающих волн. Особенности на графиках, представлен-

ных на рис. 2 и 3, проявляются при напряженностях

полей падающих волн (eE10,20d)/(~ω1,2) ≈ 1, что при

ω1,2 ≈ 1012 с−1 соответствует напряженностям полей по-

рядка нескольких единиц СГСЭ.

3. Заключение

Таким образом, в первом неисчезающем приближении

по напряженности магнитного поля получено явное вы-

ражение для плотности поперечного тока в полупровод-

никовой СР, на которую падают две электромагнитные

волны, пересечение плоскости поляризации которых с

образцом совпадает с осью СР, и приложено посто-

янное магнитное поле, перпендикулярное поверхности

образца. Отношение частот падающих волн полагается

равным 2. Показано, что при нечетном соотношении

частот падающих волн постоянная составляющая тока

равна нулю, при четном соотношении частот — от-

лична от нуля. Выяснено, что в первом неисчезающем

приближении по напряженностям электрических полей

постоянный поперечный ток пропорционален продоль-

ному току, возникающему в результате когерентного

смешивания волны и ее четной гармоники в нелинейной

среде. Таким образом, в рассматриваемой ситуации

справедливы выводы, касающиеся причин выпрямления

тока в сверхрешетке, сформулированные в [14], а причи-

ной возникновения поперечного тока является эффект

Холла. Случай, когда отношение частот падающих волн

равно несократимой дроби, изученный в [14], в условиях

воздействия магнитного поля требует дополнительного

исследования.

Работа выполнена при финансовой поддержке Мини-

стерства образования и науки РФ на выполнение госу-

дарственных работ в сфере научной деятельности в рам-

ках базовой части государственного задания № 2014/411

(коды проектов: 522 и 3154). Работа поддержана грантом
РФФИ р_а16-42-340186.
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Generation of transverse direct current
in superlattice under the influence
of bichromatic high-frequency electric
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Abstract We investigate the occurrence of a direct current in a

semiconductor superlattice, which is irradiated by the bichromatic

high frequency electric field polarized along the superlattice axis,

under the influence of a constant magnetic field. Constant current

appears in a direction perpendicular to the axis of the superlattice.

In the first non-vanishing approximation on the magnetic field an

explicit expression for the current density is obtained for the case

of the frequency ratio of the electric fields equals two.
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