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Показано, что магнитостатическое взаимодействие в неоднородной среде приводит к снятию кирального

вырождения магнитных распределений. В качестве примеров рассмотрено неколлинеарное состояние

двух магнитных диполей и спиральной циклоиды находящихся над сверхпроводящим полупространством.

В рамках лондоновского приближения исследовано влияние конечности глубины проникновения магнитного

поля на эффективность снятия кирального вырождения.

Работа выполнена при поддержке РФФИ и гранта № 02.49.21.0003 в рамках соглашения между МОН РФ

и ННГУ им. Н.И. Лобачевского.

1. Введение

Известно, что в центросимметричных магнитных сре-

дах распределение намагниченности вырождено относи-

тельно направления пространственного вращения маг-

нитного момента. Так, энергии
”
левой“ и

”
правой“

доменных стенок одинаковы [1]. В магнитных кристал-

лах без центра инверсии киральная симметрия нару-

шается, что приводит к гомокиральным спиральным

конфигурациям, наблюдавшимся в таких кристаллах, как

MnSi и Fe1−xCoxSi [2,3]. Снятие кирального вырож-

дения в этих кристаллах связано со взаимодействием

Дзялошинского−Мория [4,5], которое является прямым

следствием спин-орбитального взаимодействия в мате-

риалах с киральной кристаллической структурой. Аль-

тернативным механизмом снятия кирального вырожде-

ния является магнитостатическое взаимодействие в сре-

дах с неоднородным распределением магнитной воспри-

имчивости. Так, в работе [6] показано, что энергия маг-

нитной циклоиды в магнитной пленке, расположенной

над парамагнитной подложкой, зависит от направления

вращения спирали. В [7] рассмотрена цепочка магнитных
диполей, расположенных над сверхпроводящей подлож-

кой. Основное состояние такой системы неколлинеарно,

а ее магнитостатическая энергия зависит от направления

киральности. В последнее время возрастает интерес

к созданию неколлинеарных (скирмионных) распределе-
ний намагниченности [8] и управлению их киральностью

для исследования магнитоэлектрического эффекта [9] и
транспортных свойств гибридных структур ферромаг-

нетик/сверхпроводник [10]. В настоящей работе пред-

ставлено общее рассмотрение магнитостатического ме-

ханизма управления киральностью магнитных распреде-

лений, приведены расчеты магнитостатической энергии

в спиральной циклоиде над сверхпроводником при ко-

нечных значениях глубины проникновения магнитного

поля (в работе [7] рассмотрен случай бесконечно малой

глубины проникновения — идеальный диамагнетик).

2. Основное состояние двух магнитных
диполей над сверхпроводником

Энергия магнитостатического взаимодействия для

неоднородного распределения магнитного момента M(r)
имеет вид

E =
1

2

∫

V

Dik(r, r
′)M i(r)Mk(r

′)drdr′, (1)

где тензор магнитостатического взаимодействия облада-

ет очевидным свойством

Dik(r, r
′) = Dki(r

′, r).

В однородной и изотропной среде тензор Dik(r, r
′)

зависит только от расстояния между точками r и r′ и

является симметричным,

Dik(|r |) = −∇i∇k
1

|r |
.

В средах с неоднородной магнитной проницаемостью

антисимметричная часть магнитостатического тензора

D(a)
ik (r, r′) = −D(a)

ki (r, r′) может быть отлична от нуля.

Антисимметричная часть тензора второго ранга дуальна

некоторому аксиальному вектору η и представима в виде

D(a)
ik = εiklηl , где εikl — абсолютно антисимметричный

тензор Леви−Чивита, η — псевдовектор. Следователь-

но, в магнитостатической энергии взаимодействия (1)
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Рис. 1. Два диполя над идеальным парамагнетиком (штрихо-
выми стрелками показаны диполи изображения).

Рис. 2. Два диполя над идеальным сверхпроводником (штри-
ховыми стрелками показаны диполи изображения).

возникает слагаемое вида

(

η(r, r′), [M(r) × (M(r)′)]
)

. (2)

Псевдовектор η представим в виде η = η0[grad µ × d],
где d = r− r′ — радиус-вектор, направленный от точки r

к точке r′, grad µ — градиент магнитной проницаемости

рассматриваемой неоднородной среды, η0 — константа.

Из приведенных формул следует, что энергия магни-

тостатического взаимодействия в неоднородной среде

может зависеть от киральности распределения намаг-

ниченности, так как векторное произведение магнитных

моментов в различных точках образца и определяет

эту киральность (см. (2)). Дополнительный, киральный
вклад в магнитостатическую энергию образца опреде-

ляется направлением градиента магнитной восприимчи-

вости. Простейший способ реализации среды с неод-

нородной магнитной восприимчивостью есть плоский

контакт ферромагнитной пленки с подложкой, харак-

теризующейся собственной магнитной проницаемостью,

отличной от единицы. Это может быть парамагнит-

ная подложка, как предложено в работе [6], или диа-

магнитная сверхпроводящая подложка, как предложено

в работе [7]. Поскольку знак магнитной восприим-

чивости для диамагнетика и парамагнетика различен,

эти контакты будут выделять структуры с различным

знаком киральности. В рассматриваемом случае плоской

границы градиент магнитной проницаемости направлен

перпендикулярно этой границе и совпадает с внешней

нормалью для диамагнетика и внутренней нормалью

для парамагнетика. Для иллюстрации изложенного рас-

смотрим два магнитных диполя, расположенных над

идеальным парамагнетиком (µ → +∞, pис. 1) и иде-

альным диамагнетиком (сверхпроводником, (µ → −∞,

pис. 2)). В случае парамагнетика (сверхпроводника)
на границе раздела обращается в нуль тангенциальная

(соответственно нормальная) компонента магнитного

поля. Удовлетворить этим граничным условиям можно,

вводя диполи изображения так, как показано на рисун-

ках. Магнитные поля, индуцированные этими диполями

изображения, приводят к неколлинеарному основному

состоянию. В случае парамагнетика основным является

состояние с вращением магнитного момента
”
по ча-

совой стрелке“, a для диамагнетика знак киральности

основного состояния противоположный. Различный знак

киральности в ориентациях двух диполей соответствует

общему утверждению об определяющем влиянии на-

правления градиента магнитной восприимчивости.

Исследуем киральность основного состояния двух

магнитных диполей, расположенных над сверхпроводя-

щим полупространством, при конечной глубине проник-

новения λ магнитного поля в сверхпроводник. Энер-

гия системы сверхпроводник/ферромагнетик в лондонов-

ском приближении имеет вид

E =

∫
{

1

8π

[

B2 + λ2(rotB)2
]

− BM

}

dv, (3)

где первое слагаемое — энергия магнитного поля,

второе — энергия сверхпроводящего тока, a третье —

энергия ферромагнетика в магнитном поле, M(r) —

магнитный момент ферромагнетика. При записи (3)
предполагалось, что сверхпроводник и ферромагнетик

пространственно разделены. При условии достаточно

быстрого спадания магнитного поля, энергия (3) пре-

образуется к виду [11]

E = −
1

2

∫

BMdv,

где магнитная индукция B удовлетворяет уравнению

Лондонов

B + λ2rot rotB = 4πM.

Подставляя выражение для магнитной индукции

B = −∇ϕ + 4πM в (5), для скалярного потенциала ϕ

получим уравнение

1ϕ −
1

λ2
ϕ = 4π divM.

Магнитное поле в точке наблюдения r = (x , y, z ), созда-
ваемое точечным диполем с магнитным моментом m,

находящимся в точке с координатами r0 = (x0, y0, z 0),
дается формулой

Hi(r) = −Dik(r, r0)mk ,

где тензор магнитостатического взаимодействия есть

Dik(r, r0) =
∂2

∂r i∂r0k
G(r, r0),

а функция Грина G удовлетворяет уравнению

1G(r, r0) − λ−2(z )G(r, r0) = −4πδ(r− r0),

λ−2(z ) = 0, z > 0,

λ−2(z ) = λ−2, z < 0.
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Учитывая непрерывность функции Грина и ее нор-

мальных производных на границе сверхпроводника

z = 0, получим

G(x, z ; x0, z 0) =
1

|r− r0|
− Gs

(

|x− x0|, z + z 0

)

,

Gs
(

|x− x0|, z + z 0

)

=

∞
∫

0

dk
e−k(z+z 0)J0(k|x− x0|)
(

√

(λk)2 + 1 + λk
)2

,

где J0 — функция Бесселя нулевого порядка.

Энергия двух магнитных диполей с магнитными мо-

ментами m1,m2, расположенными в точках с координа-

тами r1,2 = (±d/2, 0, h), примет вид

E =
(

D0(r1 − r2)m1,m2

)

+
1

2

[(

Ds (r1, r1)m1,m1

)

+
(

Ds (r2, r2)m2,m2

)]

+
1

2

[(

Ds (r1, r2)m2,m1

)

+
(

Ds (r2, r1)m1,m2

)]

, (5)

где

D0,ik(r− r0) =
δik

|r− r0|3
− 3

(r− r0)i(r − r0)k

|r− r0|5

есть магнитостатический тензор в свободном простран-

стве, а

Ds ,ik(r, r0) =
∂2

∂r i∂r0k
Gs(r, r0).

Первое слагаемое в (5) есть энергия взаимодействия

двух диполей в отсутствиe сверхпроводника. Слагае-

мые в квадратных скобках обусловлены магнитными

полями экранирующих токов в сверхпроводнике. При

этом первая пара слагаемых описывает магнитную

анизотропию каждого из диполей, а вторая пара сла-

гаемых вносит вклад в их взаимодействие. Посколь-

ку Ds (r1, r2) 6= Ds (r2, r1), именно эти слагаемые от-

ветственны за неколлинеарность основного состояния

системы. Можно показать, что минимуму энергии (5)
соответствует состояние (модули магнитных моментов

диполей предполагаются равными)

m1,2 = (cos θ, 0,± sin θ),

где θ — угол между диполем и плоскостью z = 0. Угол θ

определяется компонентами дипольного тензора

tan θ =
D22 − D11 −

√

(D22 − D11)2 + 4D2
12

2D12

,

где

D11 = D0,xx + Ds ,xx + Dh
s ,xx ,

D22 = −D0,z z − Ds ,z z + Dh
s ,z z ,

D1,2 = −Ds ,xz .

Рис. 3. Зависимость угла отклонения диполей θ от отноше-

ния расстояния до сверхпроводника (h) к расстоянию между

диполями (d) в случае
”
идеальной“ экранировки (λ = 0).

Компоненты магнитостатического тензора, определя-

ющие угол между магнитными моментами диполей,

имеют вид

D0,xx = −2D0,z z = −
2

d3
,

Ds ,z z =

∞
∫

0

dk
k2e−2khJ0(kd)

(

√

(λk)2 + 1 + λk
)2

,

Ds ,xz = −Ds ,z x =

∞
∫

0

dk
k2e−2khJ1(kd)

(

√

(λk)2 + 1 + λk
)2

,

Ds ,xx =
1

d

∞
∫

0

dk
ke−2khJ1(kd)

(

√

(λk)2 + 1 + λk
)2

−

∞
∫

0

dk
k2e−2khJ2(kd)

(

√

(λk)2 + 1 + λk
)2

,

Dh
s ,z z = −

∞
∫

0

dk
k2e−2kh

(

√

(λk)2 + 1 + λk
)2

,

Dh
s ,xx = Dh

s ,yy = −
1

2
Dh

s ,z z ,

где Jk — функции Бесселя порядка k .
На рис. 3 представлена зависимость угла наклона

диполей θ от отношения расстояния до сверхпровод-

ника (h) к расстоянию между диполями (d) в случае

”
идеальной“ экранировки (λ = 0). Угол наклона стре-
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Рис. 4. Зависимость угла отклонения левого диполя от

глубины проникновения магнитного поля λ при h/d = 0.2.

Рис. 5. Зависимость угла отклонения левого диполя от

глубины проникновения магнитного поля λ при h/d = 0.4.

мится к нулю при больших и малых h/d . При малых

высотах недиагональные компоненты магнитостатиче-

ского тензора малы (∼ h), а при больших h влияние

сверхпроводника убывает (∼ 1/h3), что и объясняет

наличие максимума угла отклонения при h/d ∼ 1. За-

висимость угла отклонения от глубины проникновения

магнитного поля λ при фиксированных значениях h
и d также немонотонна (рис. 4, 5). Уменьшение угла

наклона при больших λ вполне ожидаемо. Возрастание

угла между диполями при малых λ связано с эффек-

тивным увеличением расстояния от
”
диполя изображе-

ния“ до поверхности сверхпроводника при увеличении

лондоновской длины проникновения магнитного поля,

что приводит к увеличению недиагональных компонент

магнитостатического тензора.

3. Киральность спиральных
распределений намагниченности
в тонкой магнитной пленке
над сверхпроводником

Из (2) следует, что асимметричный вклад существует

только в том случае, если магнитный момент лежит

в плоскости, образованной нормалью к поверхности

сверхпроводника и осью, вдоль которой происходит из-

менение намагниченности. Рассматриваемый механизм

не приводит к снятию кирального вырождения гелико-

идальных (
”
блоховских“) распределений намагниченно-

сти, для которых магнитный момент перпендикулярен

направлению его изменения. Поэтому мы исследуем

влияние сверхпроводника на магнитостатическую энер-

гию и киральность спиральной циклоиды, образовав-

шейся в ферромагнитной пленке [12]. Распределение

магнитного момента имеет вид

M± = Ms

(

± sin
2π

a
x , 0, cos

2π

a
x

)

. (6)

Распределению M+ соответствует вращение магнитно-

го момента вокруг оси OY по часовой стрелке, а

M− — вращение против часовой стрелки. Покажем,

что энергии этих двух распределений различны. Пред-

полагаем, что пленка толщиной h достаточно тонкая,

так что намагниченность не зависит от координаты z .
Используя формулу (1) и полученные выше выражения

для дипольных матриц, можно показать, что удельная

(на период) энергия периодического распределения на-

магниченности в тонкой пленке над сверхпроводником

представляется в виде суммы вкладов

Em,V,V =
2π

hS2

∑

q

∣

∣q,Mq

∣

∣

2 1

|q|2

(

h −
1

|q|

(

1− e−|q|h
)

)

,

Em,V,∂V = 0,

Em,∂V,∂V =
2π

hS2

∑

q

∣

∣Mz ,q

∣

∣

2 1

|q|

(

1− e−|q|h
)

,

Eind,V,V =
π

hS2

∑

q

∣

∣(q,Mq)
∣

∣

2 (1− e−|q|h)2
3

|q|

×

(

|q|λ +
√

|q|2λ2 + 1

)2

,

Eind,V,∂V = −
2πi
hS2

∑

q

(q,Mq)Mz ,q
(1− e−|q|h)2

2

|q|

×

(

|q|λ +
√

|q|2λ2 + 1

)2

,

Eind,∂V,∂V = −
π

hS2

∑

q

|Mz ,q|
2 (1− e−|q|h)2

|q|
(

|q|λ +
√

|q|2λ2 + 1
)2
,
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где

M(ρ) =
1

S

∑

q

Mqei(q,ρ),

q ∈

{(

2πnx

ax
,
2πny

ay

)

, nx , ny ∈ Z

}

,

S = ax ay , Mq =

∫

S

M(ρ)e−i(q,ρ)dρ.

Подставляя в эти формулы выражение для распределе-
ния в циклоиде (6), получим

E±=πM2
s

(

1+
1±1

2

2(1−e−qh)2

qh
1

(

qλ+
√

(qλ)2+1
)2

)

,

q =
2π

a
.

Отсюда следует, что разность энергий
”
правой“ и

”
ле-

вой“ спиралей равна

1E = πM2
s
2(1− e−gh)2

gh
1

(

qλ +
√

(qλ)2 + 1
)2
. (7)

Таким образом, энергия спирали, закрученной по ча-
совой стрелке, больше, чем энергия спирали против
часовой стрелки. Отметим, что в случае парамагнит-
ной подложки, рассмотренной в работе [6], ситуация
противоположная, что соответствует приведенным выше
соображениям. Из формулы (7) следует, что разность
энергий между спиральными состояниями с различной
киральностью убывает с уменьшением периода спирали.
Так, для спирали с периодом ∼ 30 nm, существующей
в пленке толщиной ∼ 10 nm, относительная разность
энергий не превышает 1%. Эта оценка получена для
сверхпроводников (Аl, Pb, Nb) с глубиной проникнове-
ния магнитного поля ∼ 50 nm [13].
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