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Исходя из парного межатомного потенциала Ми–Леннарда–Джонса и модели кристалла Эйнштейна, без

каких-либо подгоночных параметров получены уравнение состояния P(V/V0, T ) и барические зависимости

теплофизических свойств для ОЦК-железа. Расчеты, выполненные вдоль двух изотерм: 300 и 1500K, от P = 0

до 8000 kbar = 800GPa (т. е. до V/V0 = 0.5), показали хорошее согласие с экспериментальными данными.

Получены графики барических зависимостей следующих свойств: BT — изотермического модуля сжатия

и B ′(P), Cv — изохорной теплоемкости и C′

v(P), C p — изобарной теплоемкости, αp — коэффициента

теплового расширения и α′

p(P), σ — удельной поверхностной энергии грани (100) и σ ′(P). Получены

аналитические аппроксимации барических зависимостей B ′(P), αp(P) и σ ′(P), и показано, что при P → ∞

функции BT (P) и σ (P) для ОЦК-железа изменяются по линейной зависимости, а функция α′

p(P) стремится

к нулю.

Введение

Зависимость свойств вещества от давления изуча-

ется уже давно, но до сих осталась неясной зависи-

мость коэффициента теплового объемного расширения:

αp = (∂ lnV/∂T )P , и теплоемкости от величины гидро-

статического давления (P) вдоль различных изотерм при

высоких давлениях (при P > 1000 kbar = 100GPa) [1,2].
Используемые для изучения уравнения состояния кри-

сталла при высоких давлениях различные (как числен-

ные, так и аналитические) методы содержат в своем

формализме подгоночные константы (у одних авторов

их количество близко к 20 [1], а у других доходит

аж до 150!), которые лишены физического смысла, и

поэтому предсказать их барическую зависимость вдоль

изотермы очень затруднительно. Это делает результаты,

полученные такими методами, неудобными для дальней-

ших приложений.

Между тем большое количество инженерно-техничес-

ких и прикладных задач нуждаются в ясных анали-

тических зависимостях термодинамических свойств от

давления. В частности, для построения модели Земли

необходимы аналитические зависимости свойств железа

от давления и температуры. В связи с этим в насто-

ящей работе предложен сравнительно простой метод,

позволяющий рассчитать как уравнение состояния, так

и изменение всех теплофизических свойств при гидро-

статическом сжатии кристалла вдоль изотермы. Расчеты,

проведенные для ОЦК-железа, показали хорошее согла-

сие с экспериментальными оценками.

Метод расчета термодинамических
свойств

Представим парное взаимодействие одинаковых ато-

мов в кристалле простого однокомпонентного веще-

ства в виде потенциала Ми–Леннарда–Джонса, имеюще-

го вид

ϕ(r) =
D

(b − a)

[

a

(

r0
r

)b

− b

(

r0
r

)a]

, (1)

где D и r0 — глубина и координата минимума потенци-

ала, b > a > 1 — параметры.

Тогда температуру Дебая можно определить из выра-

жения [3,4]:
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где kB — постоянная Больцмана, функция Aw возникает

из-за учета энергии
”
нулевых колебаний“ атомов в

кристалле:
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m — масса атома, ~ — постоянная Планка, kn — первое

координационное число, c = [6k pV/(πN)]1/3 — рассто-

яние между центрами ближайших атомов, k p — коэф-

фициент упаковки структуры, V и N — объем и число

атомов в кристалле.

Используя для колебательного спектра одноатомного

кристалла модель Эйнштейна и приближение
”
взаи-

модействия только ближайших соседей“, для удельной

свободной энергии Гельмгольца можно принять
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где 2E — это температура Эйнштейна, которая

связана с температурой Дебая соотношением [5]:
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2 = (4/3)2E , R = r0/c — относительная линейная
плотность кристалла,

U(R) =
aRb − bRa

b − a
.

Исходя из (2)–(4), можно рассчитать решеточные
свойства кристалла при данных значениях V/N и T ,
если известны параметры межатомного потенциала (1)
и структура кристалла. Для уравнения состояния (P) и
изотермического модуля сжатия (BT ) можно получить
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Здесь введены обозначения: Cv — изохорная теп-
лоемкость кристалла по модели Эйнштейна, которая

определяется выражением [5]:
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В соответствии с (2) первый и второй параметры
Грюнайзена имеют вид
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Тогда изобарический коэффициент теплового объем-
ного расширения можно рассчитать по уравнению Грю-
найзена [5]:
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(9)
а изобарную теплоемкость можно определить с помо-
щью известного выражения [5]: C p = Cv(1 + γαpT ), где
изохорная теплоемкость рассчитывается из формулы (7).
Таким образом, полученные выражения (2)–(9) поз-

воляют рассчитать зависимость как уравнения состо-
яния, так и вышеуказанных свойств от аргументов
V/V0 = (c/r0)3 = R−3 и T для данной структуры од-

ноатомного кристалла (т. е. при данных kn и k p), если
известны все четыре параметра межатомного потенциа-
ла (1).

О параметрах межатомного потенциала
для железа

Для расчетов возьмем кристалл железа

(m = 55.847 a.m.u.) с объемно центрированной ку-

бической (ОЦК) структурой: kn = 8, k p = 0.6802. ОЦК

структура была выбрана потому, что при высоких P−T -
условиях железо переходит в β-фазу, структура которой

менее плотная, чем гранецентрированная кубическая

(ГЦК) структура γ-фазы или гексагональная плотно

упакованная (ГПУ) структура ε-фазы [6]. Тройная

(γ−ε−β) точка имеет параметры: P = 37GPa = 370 kbar

и T = 1550K [6].

Параметры парного межатомного потенциала Ми–
Леннарда–Джонса (1) для железа, определенные по

методу, описанному в работах [3,7], равны:

r0 = 2.4775 · 10−10 m, D/kB = 12576.7K,

a = 2.95, b = 8.26. (10)

Заметим, что первоначально в [3,7] все четыре па-

раметра потенциала (1) однозначно определялись из

замкнутой системы четырех уравнений, в которую вхо-

дили 4 определенные из эксперимента при T = 0K

и P = 0 величины: V0 — молярный объем, L0 —

удельная энергия атомизации, 20 — температура Дебая

и γ0 — первый параметр Грюнайзена. Таким путем

в [3,7] был получен набор параметров (10), но с другой

величиной степени притяжения потенциала, а именно

с a = 3.58. Именно с данным набором параметров и

были рассчитаны свойства ОЦК-Fe в работе [8]. Но,

как было указано в [4], величина 20 определяется из

экспериментальных данных не вполне точно. Так как

для железа kB20/D ≪ 1, то неопределенность вели-

чины 20 слабо скажется на вычислении параметров

D и b, но существенно изменит величину степени

притяжения потенциала a . Поэтому в настоящей ра-

боте величина a была скорректирована по величине

αp(P, T ), измеренной при нормальных условиях, т. е. при

P = 0 и T = 300K. Для ОЦК-Fe величина αp(0, 300K)
измерена с высокой степенью точности и равна [9]:
αp(0, 300K) = 3.6 · 10−5 K−1. Именно подгонка под это

значение и дала величину степени притяжения потенци-

ала из (10), которую мы и использовали для расчета как

функции P(V/V0), так и барических зависимостей других

свойств ОЦК-Fe.

Исходя из (10), параметры модели при V/V0=R−3=1

будут равны:

V0 = N[π/(6k p)]r
3
0 = 7.0494 cm3/mole, KR = 0.1415K,

Aw(1) = 1.6703K, Xw(1) = 4.605 · 10−3,

2E(1) = 306.055K, 2(1) = 408.073K, γ(1) = 1.702,

q(1) = 7.874 · 10−3, z (1) = 1.718,
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где z — третий параметр Грюнайзена, который, в
соответствии с (8), равен:

z = −

(

∂ ln q
∂ lnV

)

T

= γ(1 + 4Xw) − 2q
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)

=
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6
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Из зависимостей (2), (3), (8) и (11) видно, что при
V/V0 → 0 (т. е. при Xw → ∞ или при P → ∞) выполня-
ются следующие предельные соотношения:

lim
V/V0→0

2 = 2max =
4knD
9kB

= 4471716K,

lim
V/V0→0

γ = γmin = 0,

lim
V/V0→0

q = qmax =
b + 2

3
= 3.42, lim

V/V0→0
z = zmin = 0.

При этом с ростом давления функция z (Xw) сначала
достигает максимума при Xw =1/3: zmax=3(b + 2)/16 =
= 1.92375, после чего она уменьшается до нуля:
zmin = 0.
Отметим, что в (4)−(11) не учитываются ни ва-

кансии, ни самодиффузия атомов, ибо, как показано
в [8], их влияние при сжатии кристалла становится
пренебрежительно малым. Здесь, так же как и в [8],
не учитывается вклад в термодинамические параметры
электронной подсистемы, ибо (1) описывает парное
взаимодействие электронейтральных частиц — атомов.
Возникает вопрос: насколько точны будут расчеты по
представленным здесь сравнительно простым аналити-
ческим выражениям? Ответ на этот вопрос, примени-
тельно к ОЦК-железу, содержится ниже.

Результаты расчетов для ОЦК-железа

На рис. 1 показаны изотермы уравнения состояния
железа. Штриховые линии — упругие изотермы из рабо-
ты [6]: верхняя (с длинным штрихом) — для ГПУ-ε-Fe,

Fe

T = 1500 K

T = 300 K
[10]
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Рис. 1. Изотермы уравнения состояния железа как рассчитан-

ные нами для ОЦК-Fe (сплошная и точечная линии), так и

полученные другими авторами.
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Рис. 2. a — возрастающие линии — зависимости 2(P) —

температуры Дебая (в K, левая шкала), спадающие линии —

зависимости γ(P) — первого параметра Грюнайзена (правая
шкала); b — барические зависимости для второго q (две
верхние линии, левая шкала) и для третьего z (две нижние

линии, правая шкала) параметров Грюнайзена. Сплошные

линии — изотермы 300K, штриховые — 1500K.

нижняя (с коротким штрихом) — для ГЦК-γ-Fe. Штрих-

пунктирная линия — зависимость P(V/V0), полученная
в работе [10] путем аппроксимации эксперименталь-

ных данных для ударных адиабат при сжатиях железа

от V/V0 = 1 до 0.5. Сплошная линия и чуть выше

лежащая точечная линии — изотермы 300 и 1500K,

рассчитанные нами для ОЦК-Fe с потенциалом (10).
Как видно из рис. 1, наши зависимости хорошо согла-

суются с зависимостями как из [6] (для ГПУ-ε-Fe —

верхняя линия с длинным штрихом), так и из [10]
(штрихпунктирная линия). Причем рассчитанные здесь

зависимости P(V/V0) согласуются с данными из [6,10]
лучше, чем зависимости P(V/V0), полученные ранее

в [8] при использовании в (10) степени притяжения

потенциала, равной: a = 3.58.

Рассчитав зависимость P(V/V0) и зависимость для

какого-либо параметра X(V/V0) вдоль определенной изо-

термы, можно получить барическую зависимость этого

параметра X(P) вдоль этой же изотермы. На рис. 2, a по-

казаны изотермические зависимости для 2(P) — темпе-

ратуры Дебая, и для γ(P) — первого параметра Грюнай-
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Рис. 3. Барические зависимости для BT — изотермического

модуля сжатия (в [102 GPa], возрастающие линии, левая шкала)
и для B ′(P) — производной модуля сжатия по давлению (спа-
дающие линии, правая шкала). Сплошные линии — изотермы

300K, штриховые — 1500K.

зена. Квадратами на рис. 2, a при P = 0 показана область

разброса экспериментальных оценок для ОЦК-железа:

2(300 k, P = 0) = 420−478K [3]. Экспериментальные

оценки первого параметра Грюнайзена для ОЦК-Fe при

300K и P = 0 лежат в интервале: γ = 1.4−1.81 [3],
а для ГЦК-Fe γ = 1.3−2.3 [1]. На рис. 2, b показаны

барические зависимости для второго q и третьего z
параметров Грюнайзена. Оценки других авторов для q
лежат в интервале q = 1.2−2.0 — для ГЦК- и ГПУ-

железа [1]; q = (−0.978)−(+0.489) — для ГПУ-Fe [2];
0.69−1.7 — для ГЦК- и ГПУ-железа [6].

Из рис. 2 видно, что при изобарическом нагреве

ОЦК-Fe функции 2, q и z уменьшаются, а величина γ

возрастает. Отметим, что, как показано в [2,6], известные
из работ разных авторов зависимости 2(V/V0) и γ(V/V0)
имеют такой широкий разброс, что полученные здесь

зависимости 2(P) и γ(P) хорошо укладываются в эти

интервалы. Что касается зависимостей q(P) и z (P),
то их оценок никто не проводил, и в большинстве

работ полагают, что q = const и соответственно z = 0

(см. обзор в [2,6]).

Отметим, что в [2,10] методом молекулярной динами-

ки с использованием потенциала модели погруженного

атома (Embedded Atom Model) было получено возраста-

ние параметра Грюнайзена при изотермическом сжатии.

Например, в [10] при T = 1500K параметр Грюнайзена

возрастал от γ = 1.53 при V/V0 = 1 до γ = 3.26 при

V/V0 = 0.5. Это противоречит многим эксперименталь-

ным и теоретическим работам [1,2,6], ибо приводит

к отрицательному значению q — второго параметра

Грюнайзена.

На рис. 3 показаны барические зависимости для

BT — изотермического модуля сжатия и для

B ′(P) = (∂BT /∂P)T — производной модуля сжатия по

давлению вдоль изотермы. В левом нижнем углу

рис. 3, a квадратами показаны экспериментальные оцен-

ки величины BT для изотермы 300K при двух значениях
давления:

при P = 0: BT/[10
−1 GPa] = 1590 [11]−1664 [12]−

1711.1 [13]−1739.8 [2],
при P = 98 [10−1 GPa]: BT/[10

−1 GPa] = 2060 [11].
Оценки величины B ′(P) при 300K и P = 0 равны:

B ′(P) = 5.29± 0.25 [12]−5.297 [2]−7.789 [13]. Как видно

из рис. 3, b, наши данные хорошо вписываются в данные

интервалы. Видно, что с ростом давления функция
BT (P) выходит на линейную зависимость, а функция

B ′(P) стремится к постоянной величине.

Отметим, что расчет зависимости BT (P) для ОЦК-
Fe был проведен в [14] сравнительно сложным чис-

ленным методом (the first-principles linear-response

linear-muffin-tin-orbital method). С ростом давления
при 300K в [14] был получен рост модуля сжа-

тия от BT (P = 0) = 1980 до BT (P = 98 [10−1 GPa]) =
= 2450 [10−1 GPa]. Наши результаты, представленные на

рис. 3, показывают при 300K рост от BT (P = 0) = 1521

до BT (P = 98 [10−1 GPa]) = 2065 [10−1 GPa], что лучше
согласуется с экспериментальными данными, получен-

ными методом неупругого рассеяния нейтронов в рабо-

те [11].
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Рис. 4. a — изотермы удельных теплоемкостей: изохорной

(Cv/(NkB ) — сплошные линии) и изобарной (C p/(NkB) —

штриховые линии); b — барическая зависимость функции

C′

v(P)/(NkB) — производной изохорной теплоемкости по

давлению (в 10−3 GPa−1).
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Рис. 5. a — зависимости αp(P) — коэффициента теплового

расширения (в 10−5 K−1). Две нижние линии — наши расчеты

при 300K (нижняя сплошная линия) и 1500K (точечная
линия). Другие линии — расчетные данные для ГЦК- и ГПУ-

Fe из [1,2]. Точки и открытые кружки — экспериментальные

оценки из обзора в [1,2]; b — изотермы зависимости α′

p(P) —

производной функции αp по давлению (в 10−6/(K · GPa)).

На рис. 4, a показаны изотермы барических за-

висимостей для Cv/(NkB) — изохорной и для

C p/(NkB) — изобарной удельных теплоемкостей, рас-

считанные для ОЦК-Fe. На рис. 4, b показаны изотермы

для C′

v(P)/(NkB) = (∂Cv/∂P)T /(NkB) — производной

изохорной теплоемкости по давлению. Нижние линии

получены при T = 300K, верхние — при T = 1500K.

По оценкам из работы [15] при T = 300K для ин-

тервала P = 0−100 [10−1 GPa] среднее значение данно-

го параметра равно: C′

v(P)/(NkB) ∼= −1.54 · 10−3 GPa−1.

Как видно из рис. 4, b, это больше полученной здесь

величины: C′

v(P)/(NkB) ∼= −4.8 · 10−3 GPa−1.

На рис. 5, a показаны изотермические зависимости

αp(P) — коэффициента теплового расширения для

железа. Сплошная и точечная линии на интервале

0−8000 [10−1 GPa] — наши расчеты при 300K (нижняя

сплошная линия) и 1500K (точечная линия). Открыты-
ми квадратами на вертикальной оси показаны экспери-

ментальные значения для ОЦК-Fe при 300K и P = 0:

αp/[10
−5 K−1] = 3.45 [16]−3.6 [9]. Две тонкие штрих-

пунктирные линии на интервале 0−3000 [10−1 GPa] —

расчетные данные из [1] для ГЦК- и ГПУ-железа: верх-

няя кривая для 2000K, а нижняя — для 1000K. Две

штриховые линии на интервале 180−4000 [10−1 GPa] —
расчетные данные из [2] для ГПУ-Fe: верхняя кривая

для 9000K, а нижняя — для 1000K. Точки и от-

крытые кружки на интервале 100−2000 [10−1 GPa] —

экспериментальные оценки для области температур

T = 1000−5200K (см. обзор в [1,2]).
На рис. 5, b показаны изотермы для

α′

p(P) = (∂αp/∂P)T — производной функции αp по

давлению (в 10−6 (K · GPa)−1), рассчитанные для

ОЦК-Fe. По оценкам из работы [15] при 300K для

интервала P =0−10 [10−1 GPa] среднее значение данного
параметра равно: α′

p(P) = −(4.1−4.5) [10−6 (K · GPa)−1],
что существенно меньше, чем значение, представленное

на рис. 5, b.

Кроме термодинамических параметров можно рассчи-

тать и барическую зависимость поверхностных свойств
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Рис. 6. a — изотермы зависимости σ (P) — удельной по-

верхностной энергии (в 10−3 J/m2); b — изотермы σ ′(P) —

производной функции σ по давлению (в 10−2 J/(m2
· GPa)).

Сплошная линия — 300K, штриховая линия — 1500K.
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Коэффициенты аппроксимации (13) для трех барических зависимостей с рис. 3, 5, a, 6, b и Rcor — коэффициент достоверности ап-

проксимации данных барических зависимостей функцией (13). В первой строке коэффициенты для изотермы 300K, а во второй —

для 1500K

Функция
Коэффициенты

y0 A1 t1, 10−1 GPa A2 t2, 10−1 GPa Rcor

B ′(P)
4.09963 0.81989 242.75123 0.81352 1921.5053 0.99957

4.1009 0.93838 201.06319 0.84481 1729.67095 0.99936

αp(P)/[10−5/K]
0 2.20234 288.59919 1.27398 2854.89129 0.99827

0.37883 2.43035 179.27698 1.85185 1397.10008 0.99937

σ ′(P)/[10−2 J/(m2
· GPa)]

−0.68498 0.88991 217.8023 0.77121 1493.32792 0.99961

−0.67386 1.14752 177.75653 0.9043 1317.98288 0.99944

кристалла. Удельную (на единицу площади) поверх-

ностную энергию грани (100) рассчитаем по формуле,

полученной в [3,17]:

σ = −
kBDR2

12α2/3r20
[U(R) + 3Hw(R, T )], (12)

где введены обозначения: α = π/(6k p),

Hw(R, T ) =
6γ(R)

(b + 2)

[

kB2E(R)

Dkn

]

Ew

(

2E

T

)

.

На рис. 6, a показаны изотермы зависимости

σ (P) — удельной поверхностной энергии. Квадра-

тами на вертикальной оси показана область оце-

нок σ (100) для ОЦК-Fe и различных авторов для

P = 0: σ (100)/[10−3 J/m2] = (1720−2480) [3]. Извест-

ны также и другие оценки, с большей обла-

стью разброса: σ (100)/[10−3 J/m2] = (1685−2510) [18].
Из рис. 6, a видно, что при определенном давлении

(P > 5140 [10−1 GPa] для 300K и P > 5110 [10−1 GPa]
для 1500K) величина σ (100) становится отрицательной,

что должно приводить к фрагментации ОЦК-железа на

домены с ростом площади междоменной удельной (на
атом) поверхности. На рис. 6, b показаны изотермы за-

висимости: σ ′(P) = (∂σ/∂P)T — производной функции

σ по давлению.

Об аналитическом представлении
барических зависимостей

Выше были представлены барические зависимости

теплофизических свойств в графическом виде. Но для

технических и прикладных задач эти зависимости необ-

ходимы в аналитическом виде. Как видно из рис. 3, 5, a

и 6, b зависимости B ′(P), αp(P) и σ ′(P) хорошо (с вы-

соким коэффициентом достоверности: Rcor > 0.998) опи-
сываются функцией экспоненциального распада второго

порядка:

y(P) = y0 + A1 exp

(

−
P
t1

)

+ A2 exp

(

−
P
t2

)

. (13)

В связи с этим мы подогнали полученные в гра-

фическом виде барические зависимости для указанных

свойств под функцию (13). Данная функция удобна

тем, что из нее путем дифференцирования и интегри-

рования легко получить барические зависимости для

других свойств, например, для: BT (P), α′

p(P), σ (P),
BTαp = (∂P/∂T )V и др. В таблице представлены зна-

чения коэффициентов функции (13) для зависимостей

B ′(P), αp(P) и σ ′(P). Из (13) видно, что при P → ∞

функции B ′(P), αp(P) и σ ′(P) стремятся к постоянным

величинам, равным y0 из таблицы. Это означает, что при

P → ∞ функции BT (P), и σ (P) для ОЦК-Fe изменяются

по линейной зависимости, а функция α′

p(P) стремится к

нулю.

Заключение

1. При использовании корректной функциональ-

ной зависимости для характеристической температуры

2(V/V0) и самосогласованно определенных четырех

параметров межатомного потенциала Ми–Леннарда–
Джонса (1), как уравнение состояния, так и бариче-

скую зависимость термодинамических свойств для ОЦК-

железа можно рассчитать в рамках сравнительно про-

стой аналитической модели без каких-либо подгоночных

параметров.

2. Получены графики барических зависимостей для

следующих свойств ОЦК-железа: BT — изотермического

модуля сжатия и B ′(P), Cv — изохорной теплоемкости и

C′

v(P), C p — изобарной теплоемкости, αp — коэффици-

ента теплового расширения и α′

p(P), σ — удельной по-

верхностной энергии для грани (100) и σ ′(P). Расчеты,
выполненные вдоль двух изотерм: 300 и 1500K, вплоть

до V/V0 = 0.5, т. е. до P = 8000 kbar = 800GPa, показали

хорошее согласие с экспериментальными данными.
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3. Для ОЦК-железа получены сравнительно простые

аналитические аппроксимации для барических зависи-

мостей B ′(P), αp(P) и σ ′(P), из которых видно, что

при P → ∞ функция BT (P) возрастает, а функция σ (P)
убывает по линейным зависимостям. Функция α′

p(P) при
P → ∞ стремится к нулю из отрицательной области

значений.
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