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Показано, что ширина линии циклотронного поглощения в щелевом графене отлична от нуля даже в

отсутствие рассеяния электронов. Аналитически определена функциональная зависимость ширины линии

циклотронного поглощения от температуры, применимая для щелевого графена в отсутствие столкновений.

Численно рассчитана мощность эллиптически поляризованной электромагнитной волны, поглощаемая

графеном в присутствии постоянного магнитного поля. Численный эксперимент, использующий метод

Монте-Карло, подтверждает аналитические вычисления, основанные на уравнении Больцмана.

Работа поддержана грантом РФФИ № 15-42-02137 р_поволжье_а и программой Минобрнауки России на

выполнение государственных работ в сфере научной деятельности в рамках базовой части государственного

задания № 2014/411 (код проекта 522).

1. Введение

Повышенный интерес к изучению нелинейного элек-

тромагнитного (ЭМ) отклика графеновых структур свя-

зан с возможностями их использования в оптоэлектро-

нике [1–12]. Исследования влияния магнитного поля на

кинетические свойства графена дают информацию об эф-

фективной массе, концентрации, подвижности, времени

свободного пробега носителей заряда [1,13,14]. Стати-
ческая магнитопроводимость графена изучена в [15–17].
Влияние высокочастотного излучения на осцилляции

Шубникова-де Гааза в графене исследовано в [18].

Правомерность использования приближения време-

ни релаксации (τ -приближения) для квазиклассического

описания магнитотранспорта в графене показана в [17] в
численном эксперименте. Моделирование, выполненное

в [17], использовало метод Монте-Карло учитывающий

рассеяние носителей заряда на акустических и оптиче-

ских фононах.

Изучение циклотронного резонанса также являет-

ся важным для диагностики кинетических свойств

2D-электронных систем [19]. В [20–27] влияние маг-

нитного поля на оптическую проводимость графена ис-

следовано в рамках линейной теории ЭМ-отклика. Тео-

рия высокочастотной проводимости графена, учитываю-

щая электрон-фононное взаимодействие, развита в [25].
В [27] рассчитана температурная зависимость высоко-

частотной магнитопроводимости бесщелевого графена.

В случае неквантующего магнитного поля вычисления

в [27] основаны на кинетическом уравнении Больцмана,

записанном в τ -приближении и решаемом в линейном

приближении по напряженности электрического поля E

ЭМ-волны.

Результаты экспериментального исследования цикло-

тронного резонанса в однослойном графене опублико-

ваны в рботах [14,28–30], где показано, что ширина

линии циклотронного резонанса имеет ненулевое значе-

ние даже для чистого графена. Этот факт теоретически

обсуждался в [31], где показано, что теория линейного

ЭМ-отклика неприменима для описания циклотронного

поглощения в бесщелевом графене.

В [31] выполнен анализ уравнения движения, записан-

ного для одного электрона с линейным законом дис-

персии, в условиях постоянного магнитного поля с на-

пряженностью H 6= 0 и синусоидального электрического

поля. При этом процессами рассеяния пренебрегалось.

Такая ситуация соответствовала движению электрона в

бесщелевом чистом графене. Вычисления показали, что

ЭМ-отклик в бесщелевом графене является существенно

нелинейным даже в случае слабого внешнего электриче-

ского поля (E ≪ HvF/c , где vF — скорость на поверх-

ности Ферми). Математически этот результат являлся

следствием сингулярности силы Лоренца в уравнении

движения. Согласно [31], ширина линии циклотронного

резонанса отлична от нуля даже в отсутствие процессов

рассеяния. Это отличает графен от 2D-систем с пара-

болической зоной [19]. Как следует из [31], ненулевая
ширина линии циклотронного поглощения в графене

не связана непосредственно с процессами рассеяния и

определяется непараболичностью закона дисперсии.

В [31] проведен также анализ движения нескольких

электронов в ненулевом магнитном поле (48 частиц).
Однако в действительности мы имеем дело с макроско-
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пическим ансамблем электронов с различными началь-

ными импульсами. Следовательно, теория должна быть

основана на кинетическом уравнении, учитывающем

процессы рассеяния и действие ЭМ-полей на электрон-

ную подсистему в целом. Более того, наличие щели в

графене приводит к следующей ситуации. Во-первых,

согласно теории транспортных явлений [32,33], если

время τ и полуширина щели графена 1 удовлетворяют

неравенству evFEτ ≪ 1, то динамику электрона можно

считать линейной. Во-вторых, как показано далее, для

щелевого графена линейная теория ЭМ-отклика также

демонстрирует наличие ненулевой ширины линии цик-

лотронного поглощения в случае, если частота столк-

новений ν = τ −1 стремится к нулю (хотя в отличие

от [27,31] сила Лоренца в уравнении движения уже не

является сингулярной в случае малых значений ампли-

туд импульса электрона). Отметим, что возможность по-

явления щели в зонной структуре графена исследована

в [2,3].

2. Ширина линии циклотронного
поглощения ЭМ-излучения
щелевым графеном

Пусть графеновый слой нанесен на подложку (напри-
мер, SiC или h-BN). Вектор напряженности магнитного

поля H перпендикулярен графеновой плоскости xy ,
которая подвергается действию эллиптически поляризо-

ванного ЭМ-излучения так, что вектор напряженности

электрического поля E осциллирует с частотой ω в

плоскости xy

E = E0{cosωt, cos(ωt − ϕ)}.
Наличие подложки приводит к тому, что в зонной

структуре графена возникает щель [2,3]

ε(p) =
√

12 + v2
Fp2, (1)

где 1 — полуширина щели в графене.

Для электрона, движущегося с импульсом p1 в по-

ле ЭМ-волны с частотой ω, условием циклотронного

резонанса будет равенство ωc(p1) = ω. Если мы име-

ем дело с ансамблем частиц, то наиболее интенсивно

ЭМ-энергия поглощается теми электронами, импульсы

которых лежат вблизи значения p1. Таким образом, для

графена оценка ширины линии циклотронного поглоще-

ния δH может быть проведена с помощью следующей

формулы: δH ∼ cωδε(p1)/ev2
F. Здесь δε = δετ + δεT —

неопределенность энергии, δετ ∼ ~/τ — неопределен-

ность энергии, связанная с процессами рассеяния,

δεT ∼ T — уширение энергии, связанное с тепловым

движением при конечных температурах T . В результате

имеем

δH ∼ cω

ev2
F

(

~

τ
+ T

)

. (2)

Из формулы (2) видно, что ширина линии циклотрон-

ного поглощения отлична от нуля даже в отсутствие

столкновений (при τ = ∞).

Теперь перейдем к количественному изучению. Погло-

щаемая мощность единицы поверхности вычисляется с

помощью формулы Q = 〈j · E〉, где усреднение проводит-
ся по периоду осцилляций вектора E; j — вектор плотно-

сти тока, возникающего под действием указанных полей.

Квазиклассический подход, основанный на кинетическом

уравнении Больцмана, приводит к результату [26]. После

некоторых преобразований имеем Q = Q+ + Q−, где

Q± =
e2E2

0 (1± sinϕ)

2ω

×
∑

p

f 0(p)ωτ η

1 + (ωc ∓ ω)2τ 2

(

1 +
p2

2β

1 + (ω2 − ω2
c )τ

2

1 + (ωc ∓ ω)2τ 2

)

,

(3)

η = p−1∂pε, β = (∂2pε − η)−1p2η, ωc = eHη/c . Квазиклас-
сический подход применим для описания динамики

электрона в магнитном поле, если ларморовский радиус

много больше длины волны де Бройля:
√

c~/eH ≫ λB.

Для носителей заряда в графене длина волны де Бройля

имеет порядок λB ∼ ~vF/1 [14]. Подложки SiC и h-BN
приводят к появлению в графене щели, полуширина ко-

торой равна 0.13 и 0.053 eV соответственно [2,3]. В этих

случаях квазиклассическое описание справедливо, если

напряженность магнитного поля удовлетворяет неравен-

ству H ≪ 20 T. Далее будем рассматривать магнитные

поля H ∼ 1T.

Используя (1), определим для графена η = v2
F/ε,

β = −ε2/v2
F. Следует отметить, что формула (3) для

поглощаемой мощности справедлива для любой двумер-

ной структуры, закон дисперсии которой определяется

абсолютным значением квазиимпульса p. Например, для

полупроводниковой структуры с квадратичным законом

дисперсии формула (3) дает известный результат [34].

Можно показать, что если температура T удовле-

творяет неравенству T ≫ n0~
2v2

F/1 (n0 = 1010 cm−2 —

поверхностная концентрация носителей заряда в гра-

фене [4]), то электронный газ в графене является

невырожденным. Для численных значений параметров 1

и n0, указанных выше, температура невырожденного

электронного газа должна удовлетворять неравенству

T ≫ 10K. В этом случае в качестве равновесной функ-

ции распределения f 0(ε) берется функция распределе-

ния Больцмана. Тогда

Q± =
12Q0

T (T + 1)

∞
∫

1

ωτ

z 2 + (�c ∓ ωz )2τ 2

×
(

1− z 2 − 1

2z 2

z 2 − (�2
c − ω2z 2)τ 2

z 2 + (�c ∓ ωz )2τ 2

)

e−
1
T (z−1)z 2dz ,

(4)

где Q0 = e2n0v
2
FE2

0 (1± sinϕ)/2ω1, �c = eHv2
F/c1.

Рассмотрим для определенности ЭМ-волну, поляризо-

ванную по кругу (ϕ = π/2). Вычислим интеграл в (4)
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при ωτ = ∞. В результате получим

Q =
πQ0

ω

(

�c +
�2

c − ω2

2�c

)

θ(�c − ω)e−
1
T (�c

ω
−1), (5)

где θ(x) — θ-функция. Обозначим χ = ev2
FδH/c1ω,

где δH — ширина линии циклотронного поглощения,

определяемая как разность напряженностей магнитного

поля, для которых значение Q(H) в 2 раза меньше

резонансного значения. С помощью (5) находим, что χ

является решением следующего уравнения:

χ − T
1

ln

(

3 + 3χ +
2

1 + χ

)

= 0. (6)

Решение (6) легко определить в виде ряда по степе-

ням T/1

δH =
cωT ln 5

ev2
F

(

1 +
T
51

+
2 + 19 ln 5

50

T 2

12
+ . . .

)

. (7)

Как видно из (7), в чистом графене (ωτ = ∞) ширина

линии циклотронного резонанса отлична от нуля. Ре-

зультат (7) в линейном приближении по температуре T
находится в согласии с качественной оценкой (2). Отме-
тим, что формула (7) получена впервые и справедлива

только для щелевой модификации графена, помещенного

в поле ЭМ-волны, амплитуда которой удовлетворяет

условию evFE0τ ≪ 1.

3. Численный анализ циклотронного
поглощения щелевым графеном

Определим зависимость мощности лазерного излу-

чения, поглощаемой графеном, от напряженности маг-

нитного поля без использования приближения времени

релаксации. Для этой цели используем прямое чис-

ленное моделирование методом Монте-Карло [35,36].
Рассеивателями носителей тока будем считать фононы

(как акустические, так и оптические). Считаем, что

в промежутках между столкновениями электрон дви-

жется в магнитном поле и поле ЭМ-волны согласно

классическим уравнениям движения. Время ti движения

электрона до i-го столкновения определяется с помощью

уравнения

r = 1− exp

( ti
∫

0

W
(

p(t′)
)

dt′
)

, (8)

где r — равномерно распределенное на интервале (0, 1)
случайное число, W (p) — полная вероятность рассеяния

электрона с импульсом p. Время пробега разбивается

на малые интервалы длительностью 1t, и интеграл

в (8) заменяется интегральной суммой согласно методу

трапеций. Затем данная интегральная сумма, изменение

импульса электрона и перемещение электрона вычисля-

ются на каждом интервале в цикле до тех пор, пока не

выполнится следующее условие:

− ln(r) ≤ 1t
2

∑

i

(

W (pi) + W (pi−1)
)

. (9)

Тот момент времени ti , при котором условие (9)
выполнено в первый раз, считается моментом времени

столкновения. Значение ti запоминается для определе-

ния среднего времени между столкновениями, знание

которого необходимо для дальнейшего сравнения ре-

зультатов численного и аналитического расчетов. Ме-

ханизм рассеяния определяется с помощью равномерно

распределенной на интервале (0, 1) случайной величи-

ны s исходя из неравенств











Wopt(p)
Wac(p) +Wopt(p)

≥ s (оптические фононы),

Wopt(p)
Wac(p) +Wopt(p)

< s (акустические фононы),

(10)

где Wac(p) и Wopt(p) — вероятности рассеяния на акусти-

ческих и оптических фононах соответственно [17],

Wac(p) =
T D2

acε(p)

2~3ρv2
sv

2
F

, (11)

Wopt(p) =
D2

opt

4~2ρω0v
2
F







ε(p) − ~ω0, ε(p) − ~ω0 ≥ 1,

0, ε(p) − ~ω0 < 1,

(12)

Dac — константа деформационного потенциала, ρ —

поверхностная плотность материала, vs — скорость

звука в графене, Dopt — константа взаимодействия

с оптическими фононами, ω0 — частота оптического

фонона.

В итоге численно рассчитывается среднее значение

величины v · E, по которой находится зависимость мощ-

ности Q ЭМ-излучения, поглощаемой единицей площа-

ди графена, от напряженности магнитного поля H , и

определяется ширина линии циклотронного поглощения.

В численном эксперименте использовались следу-

ющие значения параметров [37]: ρ = 7.7 · 10−8 g/cm2,

vs = 106 cm/s, T = 300K, ω0 = 2.56 · 1014 s−1. Для опре-

деления зависимости ширины линии циклотронного по-

глощения от среднего времени между столкновениями

константы Dac, Dopt варьировались в пределах 5−30 eV

и 109−5 · 109 eV/cm соответственно.

Зависимость ширины линии циклотронного поглоще-

ния от среднего времени между столкновениями показа-

на на рис. 1 (T = 300K, значение χmin отвечает ширине

линии, выраженной в безразмерных единицах, в отсут-

ствие столкновений). Сплошная линия соответствует

расчету, выполненному в τ -приближении, пунктирная

линия — численному расчету методом Монте-Карло.

Как видно из рисунка, ширина линии отлична от нуля

даже в случае редких столкновений (χmin 6= 0). Различие

Физика твердого тела, 2015, том 57, вып. 6
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Рис. 1. Зависимость ширины линии циклотронного поглоще-

ния от среднего времени между столкновениями. T = 300K.

Сплошная линия — аналитический расчет, пунктирная —

численный эксперимент.

Рис. 2. Зависимость ширины линии циклотронного поглоще-

ния от температуры в отсутствие столкновений. 1 = 0.13 eV.

Сплошная линия — аналитический расчет, пунктирная —

численный эксперимент.

значений ширины линии в отсутствие столкновений

(ωτ ≫ 1), найденных с использованием τ -приближения

и метода Монте-Карло, составляет 5%, что приблизи-

тельно совпадает с ошибкой численного расчета. Откло-

нение численного результата от аналитического расчета

можно объяснить также тем, что в теоретических вы-

числениях не учитывалась зависимость времени между

столкновениями от магнитного поля. Анализ, выпол-

ненный в [17], показал, что ошибка, вызванная этим

приближением в случае постоянного электрического

поля (ω = 0), составляет 5−10%.

На рис. 2 показана зависимость ширины линии цик-

лотронного поглощения от температуры в отсутствие

столкновений. Сплошная линия соответствует аналити-

ческому расчету (см. (7)), пунктирная — численному

эксперименту. Из рисунка видно, что поведение δH с

изменением температуры, полученное аналитически в

пределе ωτ = ∞, также подтверждается численными

расчетами.

4. Заключение

Таким образом, показано, что линейная теория

ЭМ-отклика, основанная на кинетическом уравнении

Больцмана, объясняет уширение δH линии циклотронно-

го поглощения для щелевой модификации графена. Это

уширение связано не только с процессами рассеяния.

Оно связано также с непараболичностью закона диспер-

сии графена (1). Поскольку для графена значение δH
определяется не только параметром ωτ , при конеч-

ных температурах (T 6= 0) формула Друде становится

неприменимой для описания циклотронного резонанса

в квазиклассическом пределе. В этом случае мощность,

поглощаемая щелевым графеном, определяется форму-

лой (4). При абсолютном нуле температуры (T = 0)
формула (4) совпадает с формулой Друде, если в каче-

стве циклотронной массы рассматривать величину 1/v2
F.
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