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Проведен анализ динамики сети фазовых осцилляторов при помощи непрерывного вейвлетного преобра-

зования. В качестве примера рассмотрена адаптивная сеть, в которой возникновение синхронной динамики

приводит к усилению связи между взаимодействующими элементами. Показано, что использование вейвлет-

ного преобразования для анализа интегральной характеристики сети позволяет эффективно детектировать

изменения в топологии сети и процессы кластеризации.

В последнее время внимание научного сообщества

привлекает исследование динамики объектов, состоя-

щих из большого числа взаимодействующих элемен-

тов. Подобные объекты с сетевой структурой могут

являться как моделями искусственно созданных систем

(сети взаимодействующих радиофизических элементов,

искусственные обучающиеся нейронные сети), так и ма-

тематическими интерпретациями реальных биологиче-

ских [1], социальных [2], техногенных [3] и т. д. объектов.

Исследование динамики реальных сетей, как прави-

ло, осуществляется путем построения математических

моделей и их численного анализа. Однако данный под-

ход может применяться в том случае, когда известны

законы, описывающие динамику отдельных элементов

исследуемой сети, а также распределение и временную

эволюцию связей между ними. Для анализа социальных

сетей, например, активно используются математические

модели, в которых динамика отдельного узла описывает-

ся гармоническим осциллятором с заданной уникальной

частотой, а связи между узлами моделируются соглас-

но данным статистического анализа и социологических

исследований [4].

В то же самое время изучение широкого класса

реальных систем при помощи построения и анализа

математических моделей не представляется возможным.

В данном случае исследователи сталкиваются с от-

сутствием информации о топологии сети и динамике

отдельных элементов. В качестве конкретного приме-

ра таких задач выступает в первую очередь изучение

процессов синхронизации и образования структурных

паттернов в нейронных сетях головного мозга [5]. Ин-

формация о состоянии нейронной сети и ее эволюции

во времени может быть получена при помощи электро-

энцефалограмм (ЭЭГ) и магнитоэнцефалограмм (МЭГ),
которые представляют собой записи суммарных сигна-

лов электрической активности, порожденных большими

нейронными ансамблями.

Задачи, связанные с анализом подобных интегральных

характеристик нейронного ансамбля и интерпретацией

временных изменений макроскопических характеристик

сети с эволюцией ее топологии, в настоящее время

имеют большое значение для фундаментальных исследо-

ваний в области нелинейной динамики, а также приклад-

ных аспектов, связанных с изучением как нормальной,

так и патологической активности головного мозга.

В настоящей работе рассматривается возможность

анализа структурных изменений в сложных сетях при

помощи анализа их интегральных характеристик с

использованием непрерывного вейвлетного преобразо-

вания.

В качестве объекта для исследования в работе ис-

пользуется сеть фазовых осцилляторов Курамото, пред-

ложенная в 1975 г. [6] в качестве математической

интерпретации коллективной динамики химических и

биологических осцилляторов [7]. В последнее время

различные модификации данной модели сети фазовых

осцилляторов активно применяются для анализа про-

цессов кластеризации и синхронизации, в том числе и

в социальных системах [4].

Динамическое состояние i -го узла данной сети опре-

деляется соотношением

ϕ̇i = ωi + λ

N
∑

j=1

w i j (t) sin(ϕ j − ϕi ), (1)

где ωi — заданные случайным образом натуральные

частоты в диапазоне [2πHz, 20π Hz], w i j (t) — вес связи,

соединяющей узлы j и i , и λ — сила связи. Изначально

фазы взаимодействующих элементов заданы случайно и

распределены равномерно на отрезке [−π, π], при этом

веса связей w i j (t0) также заданы случайно.

Особенностью данной модели является нестационар-

ная временная динамика коэффициентов w i j , определяе-
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Рис. 1. (а) Суммарный сигнал взаимодействующих фазовых осцилляторов Курамото. (b) Амплитуда вейвлетного преобразования

суммарного сигнала. Область адаптивной динамики сети выделена заливкой.

мая адаптивным законом

w i j (t) = w i j (t)[si p
T
i j (t) −

N
∑

l=1

w i j (t)pT
i j (t)], (2)

где si =
N
∑

j=1

w i j — сумма входящих связей элемента с

индексом i , а величина pT
i j (t) определяет степень син-

хронизации элементов i и j , усредненная на интервале

времени T = 100 s [4].

pT
i j (t) =

1

T

∣

∣

∣

∣

t
∫

t−T

ei [ϕ j (τ )ϕi (τ )]dτ

∣

∣

∣

∣

. (3)

Рассматриваемый адаптивный закон (2), (3) реализует
обратную связь между динамикой элементов и струк-

турой сети и является основным механизмом, обуслов-

ливающим изменение ее топологии. Из формулы (2)
следует, что величина производной w i j (t) определяется

степенью синхронизации между соответствующими эле-

ментами и оказывается наибольшей в случае сильной

синхронизации.

Как было упомянуто ранее, анализ реальных сетей

зачастую основан, главным образом, на рассмотрении

интегральных характеристик. Для рассматриваемой на-

ми модельной сети в качестве такого параметра вы-

ступает суммарный сигнал взаимодействующих фазовых

осцилляторов

X(t) =

N
∑

j=1

Acos(ϕ j ). (4)

В данном случае N = 200 — количество элементов сети,

A = 1 — безразмерная амплитуда сигнала, снимаемого

с каждого узла. Данная зависимость представлена на

рис. 1, a. Из рисунка видно, что включение адаптивного

механизма (2), (3) (момент времени t = 500 s) приво-

дит к резким качественным изменениям сигнала, что,

очевидно, связано с изменениями в топологии сети.

Подобный переходной процесс в данном случае длится

около 400 s, после чего сеть приходит к стационар-

ному состоянию, характеризующемуся неизменяющи-

мися во времени характеристиками макроскопического

параметра.

Учитывая связь адаптивных процессов с установле-

нием режимов синхронной динамики между взаимодей-

ствующими осцилляторами, можно с высокой степенью

вероятности предположить, что изменение спектрально-

го состава рассматриваемого суммарного сигнала соот-

ветствует изменению топологии исследуемой сети. Для

проверки данного предположения в работе проведен

анализ интегральной характеристики сети при помощи

непрерывного вейвлетного преобразования, являющего-

ся наиболее подходящим методом для анализа сигналов

с нестационарным спектральным составом [8].
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Рис. 2. Визуализации структуры рассматриваемой сети фазовых осцилляторов Курамото в момент времени t1 = 450 s (а),
предшествующий включению адаптивного механизма, и в моменты времени t2 = 730 (b), t3 = 880 (c), t4 = 960 (d), t5 = 1360 (e),
соответствующие адаптивной динамике.

Рассмотрим вейвлетное преобразование сигнала (4),
выступающего в роли интегральной характеристики се-

ти. В терминах линейных частот f = ω/2π преобразо-

вание имеет вид

W( f , t) =
√

f

t+4/ f
∫

t−4/ f

X(t′)ψ∗
(

f (t′ − t)
)

dt′, (5)

где f соответствует диапазону частот [1−10Hz], по ко-

торым происходит разложение анализируемого сигнала,

ψ∗(t − t′) — материнский вейвлет Морле [8], символ (∗)
обозначает комплексное сопряжение.

Результат преобразования представлен на рис. 1, b.

Видно, что в начальный момент времени энергия

|W( f , t)| равномерно распределена по рассматриваемо-

му диапазону частот (момент времени t1), что обуслов-

лено начальным разбросом частот осцилляторов и их

фаз. Анализ результатов вейвлетного преобразования

при t > 500 s (момент включения адаптации) показыва-

ет, что синхронизация между отдельными группами эле-

ментов начинает усиливаться. При этом под действием

адаптивных механизмов ослабевает их связь с другими

элементами (моменты времени t2 и t3), что приводит к

разбиению сети на группы сильносвязанных элементов,

находящихся в режиме фазовой синхронизации, каждой

из которых соответствует наличие максимума на вей-

влетной поверхности.

Для иллюстрации описанного выше процесса класте-

ризации на рис. 2 показаны визуализации структуры

сети в моменты времени t1 . . . t5, отмеченные стрелками

на рис. 1, b (направление хода времени на рис. 2

указано справа от представленных визуализаций). Визу-
ализации построены при помощи программного пакета

Cytoscape [9] на основе значений коэффициентов свя-

зей w i j . Рис. 2, a соответствует динамике сети до актива-

ции адаптивного механизма. Видно, что в данном случае

сеть не является упорядоченной. Ее структура опре-
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деляется заданными случайным образом связями w i j

между элементами. При включении адаптации структура

сети начинает эволюционировать (рис. 2, b−d), что в

конечном итоге приводит к ее разбиению на класте-

ры (рис. 2, e). Сопоставляя результаты представлен-

ной визуализации с результатами вейвлетного анализа

интегральной характеристики сети (рис. 1, b), можно

отметить, что изменение структуры сети и образование

кластеров могут быть успешно детектированы при помо-

щи вейвлетного анализа интегральной характеристики

сети.

Таким образом, в работе продемонстрирована воз-

можность детектирования возникновения кластеров в

адаптивной сети при помощи вейвлетного анализа мак-

роскопической характеристики (суммарного сигнала вза-

имодействующих элементов). Предложенный в работе

метод анализа сети может быть использован для детек-

тирования процессов кластеризации в сети нейтронов

головного мозга, где в качестве макроскопической ха-

рактеристики выступает запись ЭЭГ и МЭГ.
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