
Журнал технической физики, 2015, том 85, вып. 1

01

Ядра интеграла столкновений скалярного нелинейного уравнения

Больцмана для псевдостепенных потенциалов

© Л.А. Бакалейников,1 Э.А. Тропп,1 Е.Ю. Флегонтова,1 А.Я. Эндер,1 И.А. Эндер 2

1 Физико-технический институт им. А.Ф. Иоффе РАН,

194021 Санкт-Петербург, Россия
2 Санкт-Петербургский государственный университет,

199164 Санкт-Петербург, Россия

e-mail: bakal.ammp@mail.ioffe.ru

(Поступило в Редакцию 29 апреля 2014 г.)

Получены аналитические выражения для ядер интеграла столкновений изотропного нелинейного уравне-

ния Больцмана в случае псевдостепенных потенциалов взаимодействия. Показано, что для произвольного

показателя степени ядра выражаются через гипергеометрические функции. В ряде случаев ядра удается

выразить через элементарные функции.

Разработка методов решения нелинейного уравнения

Больцмана является актуальной для широкого класса со-

временных прикладных и технических проблем. Инфор-

мация о поведении функции распределения (ФР) в обла-

сти больших скоростей оказывается определяющей при

изучении химических реакций, процессов возбуждения,

диссоциации, ионизации и других неупругих процессов.

В то же время решение нелинейного кинетического

уравнения при сильном отклонении ФР от равновесия

сопряжено со значительными трудностями. Основной из

них является расчет интеграла столкновений, который

представляет собой билинейный интегральный оператор.

Ядро этого оператора зависит от векторных скоростей

сталкивающихся частиц.

В середине 70-х годов для однородного изотропно-

го по скоростям случая было найдено одно анали-

тическое решение нелинейного уравнения Больцмана,

которое получило название BKW-решения [1,2]. Само
уравнение Больцмана для однородной изотропной ФР

принято называть скалярным кинетическим уравнением.

Вследствие изотропности ФР по скоростям структура

интеграла столкновений скалярного уравнения суще-

ственно упрощается, и ядро интеграла столкновений

оказывается зависящим только от модулей скоростей

частиц. Открытие аналитического решения нелинейного

кинетического уравнения привело к появлению целой

серии работ, посвященных изучению скалярного урав-

нения Больцмана. В частности были получены анали-

тические выражения для ядра интеграла столкновений

скалярного уравнения для случая твердых шаров и

псевдомаксвелловских молекул [3–5]. На основе этих

выражений были предложены и разработаны методы

решения релаксационных задач как для одного газа, так

и для смеси газов с разными массами [6–8].
Знания скалярного ядра, конечно же, недостаточно

для решения уравнения Больцмана в общем неизотроп-

ном и пространственно неоднородном случае. Использо-

вание скалярного уравнения оказывается невозможным

в таких задачах, как взаимодействие сильных ударных

волн, тепло- и массо-перенос в особо напряженных

режимах, поведение заряженных частиц при наличии

сильных электрических и магнитных полей.

Для построения точных решений общего уравнения

Больцмана, особенно ФР в области больших скоростей,

необходимо дальнейшее развитие аналитических и по-

луаналитических методов. К ним относятся моментный

метод с разложением ФР по сферическим полиномам

Эрмита и метод, основанный на разложении ФР по

сферическим функциям.

В последнее десятилетие значительного прогресса

удалось добиться путем развития моментного метода.

В [9] было показано, что нелинейные матричные элемен-

ты (МЭ), к которым сводится в этом методе интеграл

столкновений, связаны между собой большим числом

соотношений. Это позволило построить МЭ с очень

большими индексами. В [10–12] с помощью моментного

метода была найдена ФР примеси ионов в достаточно

сильном электрическом и скрещенных электрическом и

магнитном полях.

Одним из недостатков моментного метода являет-

ся то, что не всякая ФР может быть разложена по

сферическим полиномам Эрмита из-за присутствия в

них полиномов Сонина. От этого недостатка можно

избавиться при переходе к разложению по сферическим

гармоникам. Если скалярное уравнение Больцмана пред-

ставляет собой одно интегро-дифференциальное уравне-

ние, то при разложении по сферическим гармоникам

уравнение Больцмана переходит в систему связанных

интегро-дифференциальных уравнений. Эффективность

использования такой системы была подтверждена в [13],
правда, только для линейных задач вблизи границ. Свя-

зано это с тем, что к моменту написания работы [13]
в неизотропном случае были известны только ядра

линейного интеграла столкновений для модели твердых

шаров, построенные в работах [14,15]. Позднее эти ядра

были получены заново в работе [16].
Таким образом, появляется актуальная задача постро-

ения ядер Gl,m
l1,m1,l2 ,m2

(v, v1, v2) интегральных операторов,
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возникающих при разложении нелинейного неизотроп-

ного интеграла столкновений по сферическим гармони-

кам для различных сечений взаимодействия. Эти ядра,

зависящие только от модулей скоростей, представляют

собой проекции ядра, зависящего от векторных ско-

ростей v, v1, v2, на сферические гармоники Yl,m(v/|v|),
Yl1,m1

(v1/|v1|), Yl2,m2
(v2/|v2|). Как показано в [9,17], в

самом общем случае ядра Gl,m
l1,m1,l2,m2

(v, v1, v2) пропорци-

ональны ядрам Gl,0
l1,0,l2,0

(v, v1, v2) ≡ Gl
l1,l2

(v, v1, v2). Важ-
но отметить, что коэффициенты пропорциональности

являются простыми линейными комбинациями коэф-

фициентов Клебша−Гордана и не зависят от сечения

взаимодействия. Некоторые фундаментальные свойства

ядер Gl
l1,l2

(v, v1, v2) исследованы в [18].

В [17,19] для ядер Gl
l1,l2

(v, v1, v2) построен набор

рекуррентных соотношений, связывающих ядра с сосед-

ними индексами. Эти рекуррентные соотношения содер-

жат дифференциальные операторы. Стартовыми для них

являются изотропные ядра G0
0,0(v, v1, v2), которые как

раз и представляют собой ядра скалярного уравнения.

Таким образом, построение скалярных ядер имеет осо-

бое значение.

В [20,21] показано, как с помощью преобразования

Лапласа нелинейные ядра Gl
l,0(v, v1, v2) для произволь-

ных l можно построить, если известны линейные ядра.

Для модели твердых шаров и псевдомаксвелловских

молекул получены аналитические формулы. При l = 0

из [21] можно получить ядра G0
0,0(v, v1, v2) для этих

двух случаев. Несложные преобразования демонстри-

руют полное совпадение этих ядер с выражениями

для скалярных ядер для твердых шаров и псевдомакс-

велловских молекул в энергетическом представлении,

приведенными в [22]. Таким образом, к настоящему вре-

мени ядра G0
0,0(v, v1, v2) известны только для случаев

твердых шаров и псевдомаксвелловских молекул.

В кинетической теории иногда рассматривают псев-

достепенные потенциалы взаимодействия. При этом за-

висимость полного сечения от относительной скоро-

сти соответствует некоторому степенному потенциалу

(V ∝ 1/rκ), а соответствующее дифференциальное сече-

ние не зависит от угла рассеяния, т. е. считается изо-

тропным. В настоящей работе получены выражения для

ядер G0
0,0(v, v1, v2) интеграла столкновений скалярного

уравнения в случае псевдостепенных потенциалов для

произвольных значений κ .

Ядра построены в аналитическом виде, что особенно

важно для построения ядер Gl
l1,l2

(v, v1, v2) по рекур-

рентным соотношениям, содержащим дифференциаль-

ные операторы.

Перейдем к выводу выражений для ядер. Нелинейное

уравнение Больцмана для однородного газа при отсут-

ствии внешних сил имеет вид

n0

∂

∂t
f (v, t) = n2

0 Î( f , f ). (1)

Здесь n0 — концентрация частиц в единице объема,

f (v, t) — нормированная на единицу ФР.

Пятикратный интеграл столкновений Î( f , f ) имеет

вид

Î( f , f ) =

∫∫

f (v1) f (v2)gσ (g, θ)dv′dk

−
∫∫

f (v) f (v′)gσ (g, θ)dv′dk, (2)

где v, v′, v1, v2 — скорости сталкивающихся частиц

до и после взаимодействия, v1 = (v + v′ + kg)/2, v2 =
= (v + v′ − kg)/2, g = v− v′ — вектор относительной

скорости, k — единичный вектор, направленный вдоль

вектора относительной скорости частиц после столкно-

вения. Угол рассеяния θ определяется соотношением

cos θ = k · g/|g|. Величина σ (g, θ) представляет собой

дифференциальное сечение рассеяния. Интеграл столк-

новений (1) может быть записан как интегральный

оператор [23,24]

Î( f , f ) =

∫∫

G(v, v1, v2) f (v1) f (v2)dv1dv2, (3)

где G(v, v1, v2) — ядро интеграла столкновений, завися-

щее от векторных скоростей. Такая форма записи ока-

зывается удобной для анализа и преобразования урав-

нения (1). Ядро G(v, v1, v2) может быть представлено в

виде разности ядер интегралов обратных G+(v, v1, v2) и

прямых G−(v, v1, v2) столкновений,

G(v, v1, v2) = G+(v, v1, v2) − G−(v, v1, v2), (4)

которые тесно связаны с введенной в [25] функцией

W (v1, v2|v, v′), описывающей вероятность того, что ча-

стицы со скоростями v1, v2 после столкновения приобре-

тают скорости v, v′ . Согласно [25], W (v1, v2|v, v′) имеет

вид

W (v1, v2|v, v′) = σ

(

|v1−v2|, arccos
(

(

(v1−v2)(v−v′)
)

|v1 − v2||v− v′|

)

)

× δ

(

v1 + v2 − v− v′

2

)

δ

(

(v1 − v2)
2 − (v− v′)2

2

)

.

(5)
Здесь использовано явное выражение для угла рассея-

ния θ через относительные скорости частиц до и после

взаимодействия, θ = arccos

(
(

(v1−v2)(v−v′)
)

|v1−v2||v−v′|

)

. Очевидно,

что интегрирование (5) по v′ дает выражение для

G+(v, v1, v2):

G+(v, v1, v2)

= 8σ

(

|v1 − v2|, arccos
(

(

(v1 − v2)(2v − v1 − v2)
)

|v1 − v2||2v − v1 − v2|

)

)

× δ(|v1 − v2| − |2v− v1 − v2|)
|v1 − v2|

. (6)
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Легко показать, что ядро интеграла прямых столкнове-

ний связано с W (v1, v2|v, v′) соотношением

G−(v, v1, v2) = δ(v1 − v)

∫∫

W (v1, v2|v′1, v′2)dv′2dv′1, (7)

и, следовательно, имеет вид

G−(v, v1, v2) = δ(v1 − v)|v− v2|6(|v− v2|), (8)

где 6(v) — полное сечение рассеяния.

В изотропном случае ФР в (1) зависит лишь от модуля

скорости, и интеграл столкновений может быть запи-

сан через скалярное ядро. Его легко получить, усред-

няя (1) по направлениям скорости � = v/v , �1 = v1/v1,

�2 = v2/v2. Это дает

n0

∂

∂t
f (v, t)=n2

0

∫∫

G0
00(v, v1, v2) f (v1) f (v2)v

2
1v

2
2dv1dv2,

(9)

G0
00(v, v1, v2) =

1

4π

∫∫∫

G(v, v1, v2)d�d�1d�2. (10)

Можно показать, что ядро интеграла прямых столкно-

вений, G−0
00 (v, v1, v2), легко вычисляется, если известно

G+0
00 (v, v1, v2):

G−0
00 (v, v1, v2) =

δ(v1 − v)

v2

∫

G+0
00 (v ′, v1, v2)(v

′)2dv ′.

(11)
Расчет скалярного ядра G+0

00 (v, v1, v2) для псев-

достепенных потенциалов и является целью настоя-

щей работы. Отметим, что скалярное ядро рассеяния

G+0
00 (v, v1, v2) для модели твердых шаров было рассчи-

тано в работе [4]. При этом использовалась инвари-

антность относительно вращения, вследствие которой

для любой модели рассеяния функция G+(v, v1, v2) за-

висит только от модулей скоростей v, v1, v2 и углов

между этими скоростями θ1 = ∠(v, v1), θ2 = ∠(v, v2),
θ′ = ∠(v1, v2).
В сферической системе координат с осью ez инте-

грал (10) перепишется

G+0
00 (v, v1, v2) =

1

4π

1
∫

−1

d(cos ζ1)

2π
∫

0

dω1

1
∫

−1

d(cos ζ )

2π
∫

0

dω

×
1
∫

−1

d(cos ζ2)

2π
∫

0

dω2G
+(v, v1, v2).

(12)
Здесь (ζ , ω), (ζ1, ω1), (ζ2, ω2) — сферические коорди-

наты векторов � = v/v , �1 = v1/v1, �2 = v2/v2 соот-

ветственно. Косинусы углов θ1, θ2, θ
′ выражаются через

координаты векторов скорости в сферической системе

координат следующим образом:

cos θ1 = cos ζ cos ζ1 + sin ζ sin ζ1 cos(ω − ω1), (13)

cos θ2 = cos ζ cos ζ2 + sin ζ sin ζ2 cos(ω − ω2), (14)

cos θ′ = cos ζ1 cos ζ2 + sin ζ1 sin ζ2 cos(ω1 − ω2). (15)

В работе [4] показано, что внутренний четырехкрат-

ный интеграл сводится к трехкратному, и выражение для

ядра (12) может быть записано в виде

G+0
00 (v, v1, v2) =

1

4π

1
∫

−1

d(cos ζ1)

2π
∫

0

dω1I, (16)

I = 4π

1
∫

−1

d(cos θ′)

1
∫

−1

d(cos θ1)

×
cos(θ1−θ′)
∫

cos(θ1+θ′)

G+(v,v1,v2)d(cos θ2)
(cos(θ1−θ′)−cos θ2)1/2(cos θ2−(cos(θ1+θ′))1/2

.

(17)

Рассмотрим ядро (16) для псевдостепенных потенци-

алов. В случае степенной зависимости потенциала V
от расстояния r (V ∼ 1/rκ) зависимость дифференци-

ального сечения от угла рассеяния и от относительной

скорости частиц может быть разделена, т. е. сечение

рассеяния σ (g, z ) может быть представлено в виде

σ (g, θ) =
1

4π
g2µ−1Fµ(z ), z = sin2(θ/2),

µ = (κ − 4)/2κ, (18)

где θ — угол рассеяния, g = |v1 − v2| — относительная

скорость сталкивающихся частиц, а Fµ(z ) связано с

полным сечением 6(g) =
∫∫

σ (g, θ) sin θdθdχ соотноше-

нием
1

4π

∫

4π

Fµ(z )d� = 6(g)/g2µ−1. (19)

В случае псевдостепенных потенциалов, как уже отме-

чалось, дифференциальное сечение рассеяния изотроп-

но, а полное сечение зависит от модуля относительной

скорости степенным образом, т. е.

σ (g, θ) = Aµg2µ−1 1

4π
, Aµ =

1

4π

∫

4π

Fµ(z )d�. (20)

Подстановка (20) в (6) после некоторых преобразований

дает

G+(v, v1, v2) =
Aµ

πvv2

×
δ
(

− v1
v

cos θ′ + v1
v2

cos θ1 + cos θ2 − v
v2

)

|v2
1 + v2

2 − 2v1v2 cos θ′|1/2−µ
. (21)

Вычисление двукратного внутреннего интеграла в (17)
проводится так же, как в работе [23]. Интеграл (17) не
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зависит от �1 = v1/v1, и ядро G+0
00 (v, v1, v2) может быть

записано в виде

G+0
00 (v, v1, v2) = 4π

Aµ

v

1
∫

−1

d(cos θ′)

(v2
1 + v2

2 − 2v1v2 cos θ′)1/2−µ

×
θ
(

v2
1 + v2

2 − v2 −
(

v1v2
v

)2
cos2 θ′

)

(v2
1 + v2

2 + 2v1v2 cos θ′)1/2
. (22)

Пределы интегрирования в (22) определяются аргу-

ментом θ-функции. Если v2 > v2
1 + v2

2, то аргумент в

θ-функции меньше нуля при всех значениях cos θ′,

и интеграл равен нулю. Если v
v1v2

√

v2
1 + v2

1 − v2 > 1,

то ограничений на | cos θ′| нет, и пределы в (22) не

меняются. Это неравенство выполняется при v1 > v ,

v2 < v или v1 < v , v2 > v . В том случае, когда

v
v1v2

√

v2
1 + v2

2 − v2 < 1, т. е. v1 > v , v2 > v или v1 < v ,

v2 < v , величина | cos θ′| оказывается ограниченной, и

пределы интеграла необходимо заменить

− vv ′

v1v2

≤ cos θ′ ≤ vv ′

v1v2

, v ′ =
√

v2
1 + v2

2 − v2. (23)

Интеграл в (22) может быть выражен через гипергео-

метрические функции. Представим его в виде

G+0
00 (v, v1, v2) = 4π

Aµ(v
2
1 + v2

2)
µ

2vv1v2

×
[ a
∫

−1/b

bdx
(1− bx)1/2−µ(1 + bx)1/2

+

a
∫

1/b

bdx
(1 + bx)1/2−µ(1− bx)1/2

]

, (24)

где x = cos θ′, b = 2v1v2/(v
2
1 + v2

2), a = 1 при v1 > v ,

v2 < v или v1 < v , v2 > v , a = vv ′/(v1v2) при v1 > v ,

v2 > v или v1 < v , v2 < v . Сделаем в первом из инте-

гралов (24) замену переменной y = (1 + bx)/(1 + ab),
а во втором — замену y = (1− bx)/(1− ab). После

этого (24) принимает вид

G+0
00 (v, v1, v2) = 4π

Aµ2
µ−1/2(v2

1 + v2
2)

µ

2vv1v2

×
[

(1 + ab)1/2
1
∫

0

dy
(

1− (1 + ab)y/2
)1/2−µ

y1/2

− (1− ab)1/2
1
∫

0

dy
(

1− (1− ab)y/2
)1/2−µ

y1/2

]

.

(25)

Используя формулу Эйлера для гипергеометрической

функции

F(α, β; γ ; z ) =
Ŵ(γ)

Ŵ(β)Ŵ(γ − β)

×
1
∫

0

yβ−1(1− y)γ−β−1(1− yz )−αdy,

(26)

можно переписать (25) в виде

G+0
00 (v, v1, v2) = 4π

Aµ2
µ−1/2(v2

1 + v2
2)

µ−1/2

vv1v2

×
[

|v1 + v2|F
(

1

2
− µ,

1

2
;
3

2
;
(v1 + v2)

2

2(v2
1 + v2

2)

)

− |v1 − v2|F
(

1

2
− µ,

1

2
;
3

2
;
(v1 − v2)

2

2(v2
1 + v2

2

)

]

(27)

при v1 > v , v2 < v или v1 < v , v2 > v ,

G+0
00 (v, v1, v2) = 4π

Aµ2
µ−1/2(v2

1 + v2
2)

µ−1/2

vv1v2

×
[

|v + v ′|F
(

1

2
− µ,

1

2
;
3

2
;

(v + v ′)2

2(v2
1 + v2

2)

)

− |v − v ′|F
(

1

2
− µ,

1

2
;
3

2
;

(v − v ′)2

2(v2
1 + v2

2)

)

]

(28)

при v1 > v , v2 > v или v1 < v , v2 < v .

При µ = 1/2, 0,−1/2,−1,−3/2, т. е. при показателях

степени в степенной зависимости потенциала от рас-

стояния κ = ∞, 4, 2, 4/3, 1 ядра (27), (28) могут быть

выражены через элементарные функции. Результаты при

µ = 1/2, 0, соответствуют известным случаям твердых

шаров и максвелловских молекул. Ядра для остальных

случаев приводятся ниже.

1. µ = −1/2

G+0
00 (v, v1, v2) =

2
√
2πA−1/2

vv1v2

√

v2
1 + v2

2

×















































ln

(√
v2
1
+v2

2
+
√
2v′√

v2
1
+v2

2
−
√
2v′

)

v1 < v v2 < v,

ln

(√
v2
1
+v2

2
+
√
2v√

v2
1
+v2

2
−
√
2v

)

v1 > v v2 > v,

ln

(√
v2
1
+v2

2
+
√
2v2√

v2
1
+v2

2
−
√
2v2

)

v1 > v v2 < v,

ln

(√
v2
1
+v2

2
+
√
2v1√

v2
1
+v2

2
−
√
2v1

)

v1 < v v2 > v.
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2. µ = −1

G+0
00 (v, v1, v2) =

8πA−1

vv1v2(v2
1 + v2

2)

×























vv′

v2−v′2
v1 < v v2 < v,

vv′

v′2−v2
v1 > v v2 > v,

v1v2
v2
1
−v2

2

v1 > v v2 < v,

v1v2
v2
2
−v2

1

v1 < v v2 > v.

3. µ = −3/2

G+0
00 (v, v1, v2) =

πA−3/2

vv1v2(v2
1 + v2

2)

×











































































































(

2v′(v2+3v′2)
(v2−v′2)2

+ 1√
2(v2

1
+v2

2
)
ln

(√
v2
1
+v2

2
+
√
2v′√

v2
1
+v2

2
−
√
2v′

))

v1 < v v2 < v,

(

2v(3v2+v′2)
(v2−v′2)2

+ 1√
2(v2

1
+v2

2
)
ln

(√
v2
1
+v2

2
+
√
2v√

v2
1
+v2

2
−
√
2v

))

v1 > v v2 > v,

(

2v2(3v
2
1+v22)

(v2
1
−v2

2
)2

+ 1√
2(v2

1
+v2

2
)
ln

(√
v2
1
+v2

2
+
√
2v2√

v2
1
+v2

2
−
√
2v2

))

v1 > v v2 < v,

(

2v1(v
2
1+3v22)

(v2
1
−v2

2
)2

+ 1√
2(v2

1
+v2

2
)
ln

(√
v2
1
+v2

2
+
√
2v1√

v2
1
+v2

2
−
√
2v1

))

v1 < v v2 > v.

Заметим, что ядра (25) обладают свойством подобия, т. е.

являются однородными функциями своих аргументов

с показателем однородности ρ = 2µ − 3, что находится

в соответствии с результатами [18]. Кроме того, ядра

G+0
00 (v, v1, v2) имеют особенность в точке v = v1 − v2

при −3/2 ≤ µ ≤ −1/2.

Работа выполнена частично при поддержке гранта

СПбГУ 6.0.24.2010.
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