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Представлены ab initio расчеты фононных частот сжатых кристаллов инертных газов с учетом мно-

гочастичного взаимодействия в модели деформируемых атомов. В потенциале отталкивания наряду с

рассмотренным ранее трехчастичным взаимодействием, связанным с перекрытием электронных оболочек

атомов, исследуются трехчастичные силы, обусловленные взаимной деформацией электронных оболочек

соседних атомов в дипольном приближении. Соответствующие силы не вносят вклада в модули упругости,

но влияют на уравнения колебаний решетки. При больших сжатиях происходит
”
размягчение“ продольной

моды в точках L и X для всех кристаллов и поперечной моды T1 в направлении 6 и в точке L для Xe.

Рассмотренные трехчастичные силы увеличивают этот эффект. Получено хорошее согласие теоретических

фононных частот с имеющимися экспериментальными значениями при нулевом давлении.

1. Введение

Интерес к фононным методам связан с развитием

техники высоких давлений и новых методов эксперимен-

тального изучения фононных спектров под давлением

(см. работу [1] и ссылки в ней).
При экспериментальном исследовании свойств веще-

ства в условиях сверхвысоких давлений возникает ряд

специфических проблем, требующих наличия теории,

разработанной специально для данных условий. К таким

проблемам относится учет многочастичного и электрон-

фононного взаимодействий в динамике решетки.

Адиабатический потенциал, необходимый для постро-

ения динамики кристаллических решеток, может быть

рассчитан из первых принципов либо аппроксимирован

известной функцией расстояния, т. е. с использованием

метода межатомных модельных (эмпирических) потен-

циалов, обзор которых представлен, например, в [2]
(см. также в [3–6]).
В работе [7] на основании исследований термических

и упругих свойств твердого Ne с помощью лучших реа-

листических межатомных потенциалов и методов сделан

вывод, что ни один из них не обеспечивает достаточно

хорошего согласия с экспериментальными данными. Од-

нако в последнее время появились работы, демонстри-

рующие хорошее согласие теории и эксперимента.

В рамках различных моделей трехчастичного взаи-

модействия в кристаллах инертных газов (КИГ) удает-

ся довольно успешно описать ГЦК−ГПУ-переход [8,9],
уравнения состояния [10,11], фононную дисперсию и

упругие свойства, включая отрицательное отклонение

от соотношения Коши в КИГ в широкой области дав-

лений [11–15].

Из большого числа теоретических работ за последние

10−15 лет следует выделить ab initio расчеты различных

свойств сжатых КИГ на основе теории функциона-

ла плотности (density functional theory — DFT) [16]
и приближения локальной плотности (local density

approximation — LDA) для обменно-корреляционного

потенциала [17]. Это работы по упругим свойствам,

фазовым переходам, электронной структуре и колеба-

тельным свойствам КИГ под давлением [9,11,18–20].
Авторы работы [11] предполагают, что увеличение плот-

ности заряда в результате сжатия приведет к улучше-

нию приближения LDA, хотя известно, что LDA плохо

описывает системы, связанные такими слабыми силами,

как силы Ван-дер-Ваальса [21]. Как оказалось, упругие

свойства в DFT [11] описываются не совсем точно,

а именно теоретическая зависимость отклонения от

соотношения Коши δ(p) не соответствует эксперименту

в случае Ne, Kr и Xe [22].

Если явления, связанные с однородной деформацией

кристаллов, ввиду их высокой симметрии (гранецен-
трированная кубическая решетка) могут хорошо описы-

ваться в модели точечных силовых центров с законом

взаимодействия типа Леннарда−Джонса, то явления,

связанные с колебаниями атомов, при которых проис-

ходит изменение конфигурационного окружения возле

каждого узла, должны сопровождаться деформацией

электронных оболочек. Эта деформация порождает даль-

нодействующие кулоновские силы, существенно влияю-

щие на динамические свойства решетки. Это влияние

оказалось важным в ионных, а также в валентных

кристаллах (см. [23,24]), но в указанных кристаллах

соответствующие силы играют роль поправочных к
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основному взаимодействию зарядов и соответственно к

ковалентным силам. Для кристаллов инертных газов, где

те и другие силы отсутствуют, деформационные эффек-

ты при смещениях ядер должны играть первостепенную

роль, поскольку основные сдерживающие кристалл си-

лы — силы Ван-дер-Ваальса — есть результат взаимного

деформирующего действия атомов друг на друга. Факти-

чески ту же природу имеют и диполь-дипольные силы,

возникающие при неоднородной деформации кристалла.

Но силы Ван-дер-Ваальса очень малы (по сравнению

с обычными кулоновскими), в то время как диполь-

дипольные сравнимы (хотя и меньше), поэтому есте-

ственно рассмотреть те и другие на равных основаниях.

Заранее не очевидно, конечно, можно ли построить

динамическую теорию решеток, просто складывая силы

Ван-дер-Ваальса с диполь-дипольными, возникающими

вследствие деформации электронных оболочек атомов.

В работе [25] было показано, что в некотором прибли-

жении эта аддитивность имеет место. Кроме того, про-

веденное рассмотрение естественным образом привело

и к появлению трехчастичных сил.

В цикле работ [26–28] в рамках модели Толпыго,

явно учитывающей деформацию электронных оболочек

в дипольном приближении на основе парного неэмпири-

ческого потенциала отталкивания, исследовались фонон-

ные дисперсионные кривые ряда Ne−Xe под давлением.

В работах [29–32] была показана важность учета много-

частичного взаимодействия и деформации электронных

оболочек атомов для адекватного описания упругих

свойств кристаллов инертных газов под давлением.

В настоящей работе на основе квантово-механической

модели деформируемых и поляризуемых атомов иссле-

дуется трехчастичное взаимодействие, обусловленное

взаимной деформацией электронных оболочек соседних

атомов в дипольном приближении. Проводятся ab initio

расчеты фононных частот КИГ с учетом всех видов

трехчастичных взаимодействий в широком интервале

давлений.

2. Адиабатический потенциал
кристалла в модели
деформируемых атомов

Следуя работе [25], выведем потенциальную энергию

решетки U из среднего гамильтониана электронной

подсистемы H̄ , минимизируя его по параметрам c l
i

и c ll′
i , описывающим слабую деформацию электронной

волновой функции 9:

H̄ =

∫
9∗Ĥ9dτ . (1)

После составления среднего гамильтониана при про-

извольных фиксированных смещениях ядер ul , произ-

вольных дипольных моментах всех атомов

Pl =
∑

i

e
∫

ri

∣∣ψl
∣∣2dτ = const (2)

выразим относительный минимум U = min H̄ в функции

всех ul , Pl . Тогда уравнения колебаний запишутся как

mül
α = − ∂U

∂ul
α

,
∂U
∂P l

α

= 0. (3)

Учитывая члены третьего порядка по слабому межатом-

ному взаимодействию H ll′ и деформацию электронных

оболочек атома, выражение для U получим в виде

(детали расчета см. в работе [25])

U = min H̄ = const +
∑

l

{
(Pl)2

2α
+ β lPl − 1

2

∑

l′

C
|rll′ |6

+
1

2

∑

l′

K(Pl, Pl′) +
1

2

n.n.∑

l′

Usr

(∣∣rl − rl′
∣∣)

}
. (4)

Первые два члена описывают деформацию электронных

оболочек в дипольном приближении (α — коэффициент

дипольной поляризуемости). Следующий член дает силы

Ван-дер-Ваальса. K — кулоновское (в классическом

смысле) взаимодействие всех диполей Pl между собой.

Наконец, короткодействующие силы определены фор-

мулой

Esr =
1

2

∑

l

n.n.∑

l′

Usr

(∣∣rl − rl′
∣∣)

=
1

2

∑

l

[ n.n.∑

l′

〈
ψl
0ψ

l′

0

∣∣Ĥ ll′

sr

∣∣ψl
0ψ

l′

0

〉
+ α

( n.n.∑

l′

βll′
)2

− 2

(∑

i

1−1
i

n.n.∑

l′

〈
ψl
0ψ

l′

0

∣∣Ĥ ll′

sr

∣∣ψl
iψ

l′

0

〉)2]
, (5)

n.n.∑
l′

— суммирование по ближайшим соседям, ψl
0 и

ψl
i — волновые функции основного и i-го возбужденного

состояний l-атома, H ll′
sr — гамильтониан взаимодействия

атомов l и l′ за вычетом диполь-дипольных сил, 1i —

энергия возбуждения атома на i-уровень,

β ll′ =
2

α

∑

i

1−1
i Bl

0i

〈
ψl
0ψ

l′

0

∣∣Ĥ ll′

sr

∣∣ψl
iψ

l′

0

〉
, Bl

0i =
〈
0
∣∣P̂l

∣∣i
〉
.

(6)
Матричный элемент дипольных моментов

〈
0
∣∣P̂l

∣∣i
〉

=
〈
ψl
0

∣∣Pl
∣∣ψl

i

〉
=

∫
ψl
0P

lψl
i dτ . (7)

Матричный элемент от H ll′
sr берется для ближайших

невозбужденных соседей
〈
00

∣∣Ĥ ll′
sr

∣∣00
〉
и между основным

состоянием обоих атомов и состоянием, когда один атом

возбужден
〈
00

∣∣Ĥ ll′
sr

∣∣i0
〉
:

〈
00

∣∣Ĥ ll′
sr

∣∣i0
〉

=
〈
ψl
0ψ

l′
0

∣∣Ĥ ll′
sr

∣∣ψl
iψ

l′
0

〉

=

∫
ψl
0(r . . .)ψ

l′

0 (r′ . . .)Ĥ ll′

sr (r, r′)

(
1− 1

2
P̂12

)

× ψl
i (r . . .)ψ

l′

0 (r′ . . .)dτ dτ ′, (8)

где P̂12 — оператор перестановки электронов r, r′.
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Два последних слагаемых в (5) описывают трехча-

стичное взаимодействие, обусловленное деформацией

электронных оболочек [33]. Они будут рассматриваться

далее.

Рассмотрим первое слагаемое в (5). Многоэлектрон-

ные волновые функции атомов ψl
0(r1, r2, . . .) в одно-

электронном приближении можно представить в виде

соответствующих детерминантов, построенных на осно-

ве ψ-функций электронов изолированного атома и удо-

влетворяющих уравнению Хартри−Фока (приближение
Хартри−Фока).
Тогда, как показано в [29], выражение для короткодей-

ствующей энергии электронов кристалла Esr (5) можно

записать в виде разложения по степеням интеграла

перекрытия S

Esr =
1

2

n.n.∑

ll′

Usr

(∣∣rl − rl′
∣∣) = E(0)(S2) + W2(S

2)

+ W3(S
3) + W4(S

4) + W5(S
5) + W6(S

6). (9)

Здесь

E(0) =
∑

l

E l
a +

∑

l,m

〈
ls

∣∣Vm
en + Vm

0 + Vm
ex

∣∣ls
〉
, (10)

где ϕs (r− l) = ls〉 — волновая функция электрона изо-

лированного атома (атомная орбиталь), центрированная
на узле l решетки кристалла в состоянии с номером s
(l и m пробегают все N узлов). Здесь и далее штрих у

знака суммы означает m 6= l.

Первое слагаемое в (10) представляет сумму энергий

изолированных атомов, не зависящую от межатомных

расстояний в кристалле. Ее можно включить в начало

отсчета энергии. Второе слагаемое в (10) состоит из

двухцентровых интегралов — матричных элементов от

потенциала электрон-ионного взаимодействия Vm
en, по-

тенциала нейтрального изолированного атома Vm
0 и по-

тенциала обменного межатомного взаимодействия Vm
ex ,

построенных на атомных орбиталях |ls〉. W2 — ортого-

нализационная поправка, квадратичная по S,

W2 = − 2
∑

ll′

′ ∑

ss ′

P ll′

ss ′
〈
l′s ′

∣∣V l′

0 + V l′

ex

∣∣ls
〉

−
∑

lm

∑

ss ′tt′

Pml
ss ′P

lm
tt′

〈
ls ′mt′

∣∣vC

∣∣ms lt
〉
, (11)

где

〈lsmt|vC |ms lt〉 =

∫
ϕ∗

s (r− l)ϕ∗
t (r′ −m)vC(r − r′)

× ϕs (r
′ −m)ϕt(r− l)dτ dτ ′,

vC(r− r′) =
e2

|r− r′| .

Поправка W2 соответствует двухчастичным взаимо-

действиям в кристалле. Слагаемое W3 — поправка тре-

тьей степени по S, содержащая трехцентровые интегра-

лы, — соответствует трехчастичным взаимодействиям,

W3 = − 2
∑

ll′

∑

ss ′

P ll′

ss ′(I − S)l
′l

s ′sεls

− 2
∑

ll′

′ ∑

ss ′

P ll′

ss ′

〈
l′s ′

∣∣∣∣
∑

m 6=l,m 6=l′

(
Vm
0 + Vm

ex

)∣∣∣∣ls
〉

− 2
∑

ll′m

∑

ss ′tt′

P ll′

ss ′P
l′m
tt′

〈
l′s ′mt′|vC |ls l′t

〉
. (12)

Аналогично для W4, W5, W6 (см. подробнее [29]).
В работе [29] на основе точного расчета W3 (12)

получена приближенная форма трехчастичного взаимо-

действия в том случае, когда атомы l, l′, l′′ образуют

равносторонний треугольник:

W3 = −
∑

ll′l′′

(
S(rll′′)

)2
f (r1), f (r1) =

S(r1)
r1

,

r1 =

∣∣∣∣r
l′ − 1

2
rll′

∣∣∣∣, (13)

где S = Sll′
npz npz

— наибольший из интегралов перекрытия

между внешними np-орбиталями электронов.

В отличие от парного потенциала W2(r ll′) трехчастич-

ный потенциал W3 зависит не только от r ll′ и r ll′′ , но

и от (rll′ · rll′′). Аргумент функции f (r1) представляет

собой медиану рассматриваемого треугольника l, l′, l′′.

В данном случае r1 = r ll′ cos π
6

= a
√
6
2

(см. далее фор-

мулы (18), (19)). В случае всестороннего сжатия углы

не меняются, изменяется только постоянная решетки a .

3. Уравнение колебаний с учетом
трехчастичных сил

Выполняя дифференцирование в (3), подставляя все

переменные pl, Pl в виде плоских волн exp{ikr− iωt}
и суммируя по l′l′′, получим уравнения для амплитуд

pα, Pα с учетом рассмотренного трехчастичного взаимо-

действия W3 в виде

�2px = hPxµ(k) + g

[
Pxνx (k) +

∑

β 6=x

Pβτxβ(k)

]

+ H pxµ(k) + G

[
pxνx (k) +

∑

β 6=x

pβτxβ(k)

]

+ Vt px(1− cos ky cos kz ) + B
∑

β

pβχxβ(k),

0 =
Px

A
+ hpxµ(k) + g pxνx (k)

+ g
(2)∑

β

pβτxβ(k) −
∑

β

ϕxβ(k)Pβ . (14)
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Здесь введены безразмерные частоты � = ω
√

ma3/e2

и следующие функции безразмерного волнового вектора

k = aK:

µ(k) = 3−
∑

γ<β

cos kγ cos kβ,

νx(k) = 2− cos kx

∑

β 6=x

cos kβ,

τxβ(k) = sin kx sin kβ . (15)

Они возникают при суммировании по ближайшим со-

седям. Сравнительно дальнодействующие силы Ван-

дер-Ваальса после суммирования по решетке дают

функции χαβ(k) [34]. Дальнодействующие кулоновские

силы после суммирования по решетке дадут функ-

ции ϕαβ(k) [35].
Кроме того, введены следующие безразмерные па-

раметры короткодействующих сил между ближайшими

соседями:

H = H0 + δH =
4a3

e2
1

r0

dVsr

dr

∣∣∣∣
r 0

+ δH,

G = G0 + δG =
2a3

e2

[
d2Vsr

dr2

∣∣∣∣
r 0

− 1

r0

dVsr

dr

∣∣∣∣
r 0

]
+ δG, (16)

где Vsr = E(0) + W2.

Параметры короткодействующих сил между вторыми

соседями F, E и параметр Ван-дер-Ваальса B имеют вид

F = H0(2a), E = G0(2a), B =
6C

a5e2
. (17)

Деформация электронных оболочек в дипольном при-

ближении описывается параметрами h и g [26]; A —

безразмерная поляризуемость атома.

Трехчастичные поправки δH и δG, приводящие к

нецентральности парного взаимодействия, получены на

основе выражения для W3 (13). Они имеют вид

δH = − 16a3

e2
S(r0)[2S2(r0) f (r1)

+ 3S(r0) f 2(r1) − 2S1(r0) f 1(r1)], (18)

δG = − 16a3

e2
[
2S(r0)S3(r0) f (r1) + S2

1(r0) f (r1)

+ 4S(r0)S1(r0) f 1(r1) + 9S2(r0) f 3(r1)
]
, (19)

где r0 = a
√
2 — расстояние между ближайшими соседя-

ми, а r1 = a
√
6/2; e — заряд электрона; S1, S2, S3, f 1,

f 2, f 3 выражаются через первые и вторые производные

от интеграла перекрытия S(r ll′′) по модулю аргумента.

Параметр трехчастичного взаимодействия

Vt = 64
a3

e2

[
S(r)

a
r0

dS(r0)
dr0

]

r 0=a
√
2

[
a
R

d f (r1)
dR

]

R=a
√
6

.

(20)

Выражения для квадратов собственных частот в сим-

метричных направлениях k с учетом рассмотренных

трехчастичных сил приведены в [29].
До сих пор мы учитывали в уравнениях колебаний

решетки короткодействующие трехчастичные силы, обу-

словленные перекрытием электронных оболочек атомов

без учета их деформации (первое слагаемое в (5)).
В следующем разделе рассмотрим трехчастичное вза-

имодействие, обусловленное деформацией электронных

оболочек.

4. Трехчастичные силы,
обусловленные взаимной
деформацией электронных
оболочек соседей (s-возбуждения)

Обратимся к исследованию второго и третьего сла-

гаемых в (5), зависимость от координат атомов ко-

торых определяется матричным элементом 〈00|H ll′
sr |i0〉,

и поэтому они связаны с деформацией электронных

оболочек.

Поскольку во все уравнения входят первые и вто-

рые производные от U по смещениям, мы должны

прежде всего выяснить, как зависит матричный элемент

〈00|H ll′
sr |i0〉 от относительных продольного и попереч-

ного смещений атомов l и l′ в квадратичном прибли-

жении. В основном состоянии атомы имеют замкну-

тые p-оболочки, и угловые части волновых функций

ψx , ψy , ψz можно записать в виде x/r , y/r , z/r ,
где оси координат направлены по ребрам куба. Они

нечетны при отражениях относительно координатных

плоскостей. Возбужденные атомы, для которых Bl
0i 6= 0,

будут s - и d-типа. Рассмотрим сначала s -возбуждения.
На рис. 1 схематически изображено распределение зна-

ков произведения ψl
0ψ

l
i в системе координат 1′2′3′, в

которой первая из осей направлена на ближайший атом,

т. е. параллельно rll′ , а вторая лежит в той же коорди-

натной плоскости, что и вектор rll′ . Соответствующие

функции будем обозначать ψ‖, ψ⊥1, ψ⊥2. Тогда

ψγ = ψ‖ cos(γ̂1′) + ψ⊥1 cos(γ̂2′) + ψ⊥2 cos(γ̂3′), (21)

где индекс γ = 1, 2, 3 нумерует оси x , y, z , связанные
с ребрами куба. Если атом l смещается относительно

атома l′ на вектор u = ul − ul′ ≡ ull′ , то матричный

элемент 〈00|H ll′
sr |i0〉 при конфигурации, представленной

на рис. 1, a, будет изменяться линейно и квадратично

по u‖ и квадратично по u⊥; при конфигурации, показан-

ной на рис. 1, b, он будет изменяться линейно по u⊥
(переходя через нуль при u⊥ = 0) и оставаться равным

нулю при u⊥ = 0. Квадратичный член будет содержать

только u⊥u‖.
При конфигурации, приведенной на рис. 1, a, будет

отличен от нуля член нулевого порядка, однако при

суммировании по всем ближайшим соседям вследствие

симметрии окружения сумма членов нулевого порядка
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Рис. 1. Распределение знаков произведения волновых функций

основного и возбужденного состояний при s -возбуждении.

будет равна нулю. Отсюда следует, что в разложении(n.n.∑
l′
〈00|H ll′

sr |i0〉
)2

будут участвовать только линейные

по u‖ или u⊥ слагаемые, перемножающиеся друг на

друга. Итак,

〈00|H ll′

sr |i0〉 =
b(n)

s − a (n)
s

(r ll′)2
(
ull′rll′

)
x ll′

γ + a (n)
s ull′

γ . (22)

Здесь индексом γ = 1, 2, 3 нумеруем то состояние

электрона в атоме ψγ , из которого при возбуждении

ψ0 → ψi электрон переходит в ns -состояние, b(n)
s , a (n)

s —

некоторые параметры, зависящие от номера возбужде-

ния n. Подставляя (22) в (6), определяем вклад в βll′

s -состояния:

β ll′(s) =
2

α

∑

n

1−1
n B (n)

0s eγ

×
[

b(n)
s − a (n)

s

(r ll′ )2
(
ull′rll′

)
x ll′

γ + a (n)
s ull′

γ

]
. (23)

При умножении β ll′ на дипольный момент оболоч-

ки Pl получим член в энергии, фигурирующей в формуле

для гамильтониана (21) в [25],

e2

4a3

∑

l

n.n.∑

l′

(
hPlull′ + g

(
Plrll′

) (ull′rll′)

a2

]
. (24)

Тогда, учитывая (23), получаем

h =
8a3

eα

∑

n

1−1
n B (n)

0s a (n)
s ,

g =
4a3

eα

∑

n

1−1
n B (n)

0s

(
b(n)

s − a (n)
s

)
. (25)

Таким образом, вклад s -состояния в трехчастичное

взаимодействие, определенный по формулам (5), (22),

(23), будет равен

Wt(s) =
2

α

∑

l

( n.n.∑

l′

β ll′(s)

)2

−
∑

n,l

1−1
n

{ n.n.∑

l′

[
b(n)

s − a (n)
s

2a2

(
ull′rll′

)
rll′ + a (n)

s rll′
]}2

.

(26)

Заметим, что если бы мы ограничились при вычисле-

нии поляризуемости α и вектора βll′ только одним воз-

бужденным уровнем 1n, то выражение (26) обратилось

бы тождественно в нуль.

Если вычислить по формуле (26) силу, действу-

ющую вдоль смещения ul , то после подстановки

ul = u0 exp(−iωt + iKrl) ее Фурье-компонента примет

вид

Fλ =
e2

a3

{
t1

∑

αγ

τλγτγαpα + t2µ(k)
∑

α

τλα pα + t3µ
2(k)pλ

}
,

(27)
где

pλ = eu0λ, τxx = 2− cos kx cos ky − cos kx cos kz ,

τxy = sin kx sin ky ,

t1 = 2Ag2 − 16a3

e2
∑

n

1−1
n

(
b(n)

s − a (n)
s

)2
,

t2 = 4Ahg − 64a3

e2
∑

n

1−1
n

(
b(n)

s − a (n)
s

)2
a (n)

s ,

t3 = 2Ah2 − 64a3

e2
∑

n

1−1
n

(
a (n)

s

)2
, A = αa−3. (28)

Заметим, что и µ(k), и τxx , τxy при k → 0 убывают

как k2; следовательно, Fλ ∼ k4 и соответствующие сла-

гаемые не дадут вклада в упругие постоянные. Легко

показать, что для симметричных направлений k трех-

частичные силы объединяются с электрон-фононными в

выражениях для квадратов собственных частот.

Так, например, для k вдоль [001] их вклады в �2
L и

�2
T , согласно формуле (29) работы [34], будут равны

соответственно

[
4(t1 + t2 + t3) −

(2h + 2g)2

A−1 − ϕz z

](
1− cos kz

)2
,

[
(t1 + 2t2 + 4t3) −

(2h + g)2

A−1 − ϕxx

](
1− cos kz

)2
. (29)

Знаки t1 и t3 можно оценить с помощью неравенства

Шварца. Вводя векторы X, Y, Z с составляющими

Xn =
B (n)
0s√
1n
, Yn =

b(n)
s − a (n)

s√
1n

, Zn =
a (n)

s√
1n
, (30)
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находим

t1 =
a3

e2X2

[
(XY)2 − X2Y 2

]
= −a3

e2
Y 2 sin2(X̂Y) < 0,

t3 =
a3

e2X2

[
(XZ)2 − X2Z2

]
= −a3

e2
Z2 sin2(X̂Z) < 0. (31)

Для

t2 =
2a3

e2X2

[
X2(YZ)2 − (XY)(XZ)

]
=

2a3

e2X2
[X× Y][X× Z]

(32)

знак остается неизвестным. Однако, пользуясь геометри-

ческим представлением, получаем

t22
t1t3

= cos2
(
[X× Y][X× Z]

)
≤ 1, (33)

а так как среднее геометрическое не превышает среднее

арифметическое, имеем

|t2| ≤
1

2

(
|t1| + |t3|

)
.

Таким образом, в рассмотренном нами примере ча-

стот �L и �T для направления [001] трехчастичные силы
действуют в ту же сторону, что и электрон-фононные,

уменьшая частоты коротковолновых фононов.

Аналогично можно рассмотреть трехчастичные силы,

обусловленные d-возбуждением.
Отметим, что параметры a s(n), bs (n) и соответству-

ющие параметры d-возбуждений можно выразить через

интегралы от одноэлектронных волновых функций и

провести численные расчеты. Но поскольку силы, опре-

деляемые этими параметрами, объединились с электрон-

фононными, не будем производить точных вычислений,

а дадим им некоторую оценку в следующем разделе.

5. Расчет фононных частот с учетом
трехчастичных сил и деформации
электронных оболочек в дипольном
приближении

Выражения для квадратов собственных частот в сим-

метричных направлениях k с учетом всех рассмот-

ренных трехчастичных сил приведем в безразмерных

переменных � и k

Для направления [001]

�2
L = 2(G + H)(1− cos kz ) + 2(F + E) sin2 kz + Bχz z

+

[
A1 −

(2h + 2g)2

A−1 − ϕz z

]
(1− cos kz )

2,

�2
T = (G + 2H + Vt)(1− cos kz ) + 2F sin2 kz + Bχxx

+

[
B1 −

(2h + g)2

A−1 − ϕxx

]
(1− cos kz )

2. (34)

Для направления [111]

�2
L = (4G + 3H + 2E + 6F + Vt) sin

2 kz

+ B(χxx + 2χxy ) +

[
A2 −

(3h + 4g)2

A−1 − 2ϕxy

]
sin4 kz ,

�2
T = (G + 3H + 2E + 6F) sin2 kz

+ B(χxx − χxy) +

[
B2 −

(3h + g)2

A−1 + ϕxy

]
sin4 kz . (35)

Для направления [110]

�2
L = (H + 2G + 2E + 4F) sin2 kz + (2H + G + Vt)

× (1− cos kx) +

[
C1 −

(h + 2g)2

A−1 − ϕxx − ϕxy

]
sin4 kx

+

[
C2 −

2(h + 2g)(2h + g)

A−1 − ϕxx − ϕxy

]
(1− cos kx ) sin

2 kz

+

[
C3−

(2h + g)2

A−1− ϕxx − ϕxy

]
(1− cos kx )

2+ B(χxx + χxy ),

�2
T1 = (H + 2E + 4F) sin2 kx + (G + 2H)(1− cos kx )

+

[
D1 −

h2

A−1 − ϕxx + ϕxy

]
sin4 kx

+

[
D2 −

2h(2h + g)

A−1 − ϕxx + ϕxy

]
(1− cos kx) sin

2 kx

+

[
D3 −

(2h + g)2

A−1 − ϕxx + ϕxy

]
(1− cos kx)

2 + B(χxx − χxy),

�2
T2 = (H + 4F + Vt) sin

2 kx + 2(G + H)(1− cos kx)

+

[
F1 −

h2

A−1 − ϕz z

]
sin4 kx

+

[
F2 −

4h(h + g)

A−1 − ϕz z

]
(1− cos kx) sin

2 kx

+

[
F3 −

4(h + g)2

A−1 − ϕz z

]
(1− cos kx)

2 + Bχz z . (36)

Напомним, что H = H0 + δH , G = G0 + δG, H0 и

G0 являются первой и второй производными корот-

кодействующего парного потенциала отталкивания для

равновесных расстояний первых соседей; B определяет

взаимодействие Ван-дер-Ваальса; h и g — параметры

электрон-фононного взаимодействия; χxx , χxy , χxz —

функции k, происходящие от ван-дер-ваальсовских сил;

ϕxx , ϕxy , ϕxz — коэффициенты электрического поля,

вызванного системой диполей Pl ; A — безразмерная

поляризуемость атома (см. работу [25] и ссылки в

ней). Параметры δG, δH и Vt описывают трехчастич-

ные короткодействующие силы, обусловленные пере-

Физика твердого тела, 2015, том 57, вып. 1



120 Е.П. Троицкая, В.В. Чабаненко, Е.Е. Горбенко, Е.А. Пилипенко

Безразмерные параметры парного короткодействия H0, G0, F , E, трехчастичного δG, δH, Vt и электрон-фононного g, h
взаимодействия в зависимости от сжатия u

u p, GPa H0 · 10
2 G0 · 10

2 B · 102 F · 102 E · 102 δG · 102 δH · 102 Vt · 10
2 g · 102 h · 102 A · 102

Ne

0 0.126 −1.280 9.190 4.240 −0.130 1.000 0.050 −0.024 −0.028 −17.0934 5.9904 0.0352

0.1 0.396 −1.860 13.330 5.060 −0.200 1.464 0.084 −0.041 −0.046 −24.794 8.7048 0.0391

0.2 0.998 −2.830 20.100 6.160 −0.300 2.210 0.146 −0.072 −0.080 −37.386 13.2444 0.0440

0.3 2.402 −4.530 31.730 7.690 −0.480 3.510 0.261 −0.132 −0.143 −59.018 21.20 0.0503

0.4 5.911 −7.720 52.930 9.940 −0.830 5.920 0.487 −0.252 −0.266 −98.45 36.13 0.0587

0.5 15.644 −14.22 94.470 13.47 −0.540 10.850 0.957 −0.510 −0.521 −175.714 66.55 0.0704

0.6 47.049 −28.98 183.950 19.54 −3.240 22.330 1.995 −1.107 −1.082 −342.14 135.626 0.0880

0.7 174.86 −68.03 403.930 31.57 −8.190 54.940 4.448 −2.613 −2.392 −751.32 318.38 0.1184

Ar

0 0.016 −4.700 38.580 15.61 −0.030 0.420 1.012 −0.503 −0.564 −20.14 6.24 0.0868

0.1 0.507 −7.360 57.600 18.60 −0.070 0.820 1.633 −0.823 −0.907 −30.08 9.80 0.0965

0.2 1.650 −11.810 88.130 22.64 −0.150 1.650 2.692 −1.384 −1.491 −46.0 15.72 0.1085

0.3 4.358 −19.540 139.190 28.28 −0.320 3.390 4.528 −2.385 −2.498 −72.66 26.0 0.1240

0.4 11.127 −33.790 229.370 36.57 −0.750 7.380 7.763 −4.226 −4.270 −119.72 44.94 0.1447

0.5 29.705 −61.980 400.800 49.55 −1.880 17.290 13.490 −7.680 −7.402 −209.22 82.44 0.1736

0.6 88.875 −123.97 762.540 71.87 −5.300 45.130 23.397 −14.217 −12.819 −398.04 164.88 0.2170

Kr

0 0.003 −6.700 55.500 22.22 −0.004 0.320 2.616 −1.297 −1.437 −22.6 6.36 0.1084

0.1 0.543 −10.500 80.840 26.48 −0.030 0.760 4.064 −2.063 −2.234 −32.9 10.0 0.1204

0.2 1.749 −16.640 119.350 32.00 −0.110 1.710 6.387 −3.336 −3.512 −48.58 15.8 0.1355

0.3 4.468 −26.830 179.630 40.26 −0.300 3.770 10.154 −5.484 −5.582 −73.12 25.48 0.1548

0.4 10.870 −44.420 277.880 52.05 −0.790 8.400 14.549 −9.136 −8.913 −113.1 42.2 0.1806

0.5 27.190 −76.560 447.440 70.54 −2.080 19.036 26.125 −15.562 −14.388 −182.12 72.72 0.2167

0.6 74.576 −140.40 766.380 102.32 −5.790 47.560 40.886 −26.341 −22.546 −311.98 133.38 0.2709

Xe

0 −0.034 −9.690 82.620 32.20 −0.130 0.490 6.155 −3.051 −3.300 −33.514 10.452 0.1378

0.1 0.527 −15.300 118.300 38.38 −0.140 0.160 9.072 −4.767 −5.042 −47.996 16.536 0.1531

0.2 1.740 −24.100 169.400 46.70 −0.110 0.810 13.801 −7.433 −7.628 −68.744 26.052 0.1722

0.3 4.349 −38.100 243.110 58.35 −0.050 3.370 21.103 −11.744 −11.611 −98.592 41.106 0.1968

0.4 10.096 −60.490 349.730 75.44 −0.600 9.760 32.117 −18.717 −17.656 −141.856 65.26 0.2296

0.5 23.454 −97.140 505.280 102.23 −2.3400 26.010 47.859 −29.790 −26.377 −204.932 104.832 0.2755

0.6 57.653 −158.80 737.480 148.28 −7.7600 69.540 67.202 −45.939 −37.010 −299.104 171.34 0.3444

Пр име ч а н и е. B — безразмерная константа Ван-дер-Ваальса, A — безразмерная поляризуемость атома.

крытием электронных оболочек (недеформированных)
атомов [29]. Как видно, влияние этого трехчастично-

го взаимодействия сказывается при всех k, включая

величину наклона ветвей при k → 0. Параметры Ai ,

B i , Di и Fi описывают трехчастичные силы, связанные

со взаимной деформацией электронных оболочек. Эти

слагаемые фактически не дают новой зависимости от k

по сравнению с рассмотренной ранее
”
парной“ деформа-

цией электронных оболочек в дипольном приближении

(и не вносят вклада в упругие модули). Оценивать их

вклад в энергию фононов в дальнейшем будем, увеличив

параметры g и h на 10% для Ne, на 15% для Ar, на 25%

для Kr и на 30% для Xe (подобно тому, какой вклад

вносят δG и δH в G0 и H0 соответственно).
В таблице представлены параметры, которые были по-

лучены ранее для расчета фононных спектров и упругих

свойств (см. работы [32,36,37] и ссылки в них).

В сравнительно недавней работе [38] авторы предста-

вили расчеты фононного спектра при нулевом давлении

для Ne, Ar и Kr, в которых использовались так на-

зываемые расширенные потенциалы Леннарда−Джонса

(extended LJ-type — ELJ), полученные в работе [6].
Потенциальная энергия решеток выражена как сумма

двухчастичных межатомных потенциалов V 2(r)

V 2
ELJ(r i j ) =

n∑

k=1

c2k+4r
−2k−4
i j ,

где r i j — межатомное расстояние между атомами i
и j ; c2k+4 — подгоночные параметры для случая n = 6,

представленные в [6].
На рис. 2, a−d представлены фононные частоты для

Ne, Ar, Kr и Xe [39–44], рассчитанные нами по фор-

мулам (34)−(36) с параметрами из таблицы при p = 0.
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Рис. 2. Фононные дисперсионные кривые для Ne (a), Ar (b), Kr (c) и Xe (d) в симметричных направлениях волнового вектора k

при p = 0. 1 — расчеты настоящей работы в модели MT2 с учетом всех рассмотренных трехчастичных сил, 2 — расчет

с расширенным потенциалом Леннарда−Джонса [38], 4 — расчеты с учетом деформации электронных оболочек без учета

трехчастичных сил (модель M3a) [26,27]. Эксперимент: 3 — [39], 3′ — [40], 3′′ — [41], 5 — [42], 6 — [43], 7 — [44].

Для Ne, Ar и Kr даны результаты расчетов из рабо-

ты [38] на основе ELJ. Для сравнения мы приводим

также результаты наших предыдущих расчетов [26,27]
без учета трехчастичных сил. Как видно из рис. 2, c, d

вклад трехчастичного взаимодействия в тяжелых КИГ

несколько ухудшает согласие теории и эксперимента.

В целом согласие наших расчетов с экспериментом

хорошее. Результаты расчетов [38] хуже согласуются с

экспериментом, особенно в случае Ne.

Исследование фононных частот КИГ при различных

сжатиях u = 1V/V0 (1V = V0 −V (p), V0 = V при p = 0)
показало динамическую нестабильность Ne при u = 0.8,

Ar и Kr при u = 0.7, Xe при u = 0.6.

На рис. 3, a−d представлены фононные частоты в

симметричном направлении волнового вектора k Ne

(u = 0.7), Ar (u = 0.6), Kr (u = 0.6) и Xe (u = 0.5). Три
группы кривых соответствуют трем вариантам (моде-
лям) расчетов ~ω по формулам (34)−(36): модель MT0

учитывает трехчастичные взаимодействия в короткодей-

ствующем потенциале отталкивания (δG 6= 0, δH 6= 0,

Vt 6= 0), но не учитывает деформации электронных обо-

лочек (Ai = B i = C i = Di = Fi = 0, g = h = 0); в случае

модели MT1 добавляется учет деформации электронных

оболочек в
”
парном“ приближении (Ai = . . . = Fi = 0,

g 6= 0, h 6= 0); модель MT2 учитывает все рассмотренные

трехчастичные силы. На рис. 3, b−d также приведены

результаты работ [26–28], в которых учтена деформация

электронных оболочек, но не учтены трехчастичные

силы. Как видно, для Ar, Kr и Xe результаты этих

расчетов близки к расчетам в модели MT1. В Ne они

практически совпадают.

Как ожидалось, наибольшее
”
размягчение“ фононных

частот получается в последней модели MT2, причем

для Ne, Ar и Kr
”
размягчаются“ продольные моды в

точкax X и L. В Xe наряду с указанным
”
размягчением“

наблюдается размягчение поперечной моды T1 в направ-

лении [110] и вырожденной поперечной моды в точке L.
В работе [20] авторы представили ab initio исследова-

ние динамики ГЦК-Xe на основе DFT. Найдено, что для

Xe в ГЦК-фазе все фононные моды монотонно растут с

давлением до 100GPa, выше которого поперечные аку-

стические моды в точках X и L начинают
”
размягчаться“.
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Рис. 3. Фононные дисперсионные кривые в симметричных направлениях волнового вектора k для Ne при сжатии

u = 1V/V0 = 0.7 (a), для Ar при u = 0.6 (b), для Kr при u = 0.6 (c) и для Xe при u = 0.5 (d). 1, 4 — то же, что на

рис. 2, a−d; 2 — расчеты настоящей работы в модели MT1 с учетом трехчастичных сил за счет перекрытия электронных оболочек;

3 — в модели MT0 с учетом трехчастичных сил за счет перекрытия электронных оболочек, но без учета деформации электронных

оболочек (электрон-фононного взаимодействия).

К сожалению, продольные моды при высоких давлениях

в [20] не представлены. В [28] мы сравнили наши ре-

зультаты с расчетами [20]. Было показано, что значения

частот примерно такие же, как в [20]. Однако в отличие

от [20] мы показали, что в точках X и L
”
размягчаются“

продольные моды для всего ряда Ne−Xe. Как видно из

рис. 3, d, в случае Xe
”
размягчаются“ поперечные моды

в точке L и в направлении 6 (мода T1), причем при

значительно меньшем давлении. Рассмотренные трехча-

стичные силы увеличивают этот эффект.

6. Заключение

В 2001 г. в работе [45] получено большое отклонение

от соотношения Коши δ для Ar в области давлений

до 70GPa. Эти измерения подтвердили тот факт, что

межатомное взаимодействие в ГЦК-кристаллах инерт-

ных газов не может быть описано в рамках любых

моделей двухчастичных потенциалов с центральным

взаимодействием атомов [32]. По мнению авторов [14],
большое отклонение от соотношения Коши в Ar показы-

вает, что
”
. . .вклад нецентральных многочастичных сил

становится все более важным при повышении давления

и этот вклад не может быть далее рассмотрен как малая

поправка к двухчастичным потенциалам“.

В наших исследованиях упругих свойств КИГ под

давлением с учетом трехчастичных сил и деформации

электронных оболочек было показано, что эти эффекты

вносят небольшой вклад в модули упругости, которые

могут быть достаточно хорошо описаны с помощью эф-

фективного парного потенциала [32], т. е. трехчастичное
взаимодействие на фоне парного взаимодействия все же

остается малым даже при больших давлениях.

То же самое мы видим и в фононных спектрах, пред-

ставленных в настоящей работе. Трехчастичные силы за

счет перекрытия электронных оболочек малы как при

нулевом, так и ненулевом давлении и наиболее заметны

в Хе. Кроме того, в настоящей работе оценивалась роль

трехчастичных сил, обусловленных взаимной деформа-
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цией электронных оболочек. Эти эффекты оказались

более значительными. Они ярко проявились в
”
размяг-

чении“ фононных мод во всех кристаллах ряда Ne−Xe

при соответствующих сжатиях.

Общий подход (см. работу [30] и ссылки в ней) к

построению адиабатического потенциала U для ряда

Ne−Xe позволяет выяснить наиболее важные взаимо-

действия в них, т. е. структуру межатомных потенциалов.

Обоснованная достаточно точная форма адиабатиче-

ского потенциала, полученная ранее в предположении

парного межатомного взаимодействия [36,37,46], была

обобщена на случай n-атомного взаимодействия [29].
Развитая теория позволяет вычислить короткодейству-

ющий потенциал отталкивания индивидуально для каж-

дого кристалла ряда Ne−Xe с учетом многочастичного

взаимодействия и деформации электронных оболочек

атомов.

Таким образом, проведенный анализ расчетов фонон-

ных частот и модулей упругости (см. работу [32] и

ссылки в ней) напряженного кристалла показал, что

межатомный потенциал с учетом трехчастичного взаи-

модействия и деформации электронных оболочек атомов

отражает все существенные черты поведения кристаллов

инертных газов под давлением.
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