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Вычислены эффективные параметры матричной диэлектрической среды, содержащей три разновидности од-
нонаправленных цилиндрических включений, образующих гексагональную решетку. При малой концентрации
включений удается аналитически рассчитать электрическое поле в такой системе и определить ее средние
характеристики. Проведенные исследования позволяют указать малые параметры, характеризующие систему,
и представить общую структуру выражения эффективной диэлектрической проницаемости анизотропных
многокомпонентных сред.

Введение

В настоящей работе исследуются электрические свой-
ства неоднородных диэлектрических сред с симметрич-
ной укладкой разнородных включений в виде однонапра-
вленных цилиндрических волокон. Такая задача возника-
ет при исследовании структурных свойств физических и
биологических объектов во многих областях физики и
приложений [1–5].

Существует пять способов симметричной укладки од-
нотипных волокон — по числу многоугольников, не-
прерывно заполняющих всю плоскость без разрывов.
Таковыми, как известно, являются косые параллело-
граммы, прямоугольники, треугольники, квадраты и ше-
стиугольники, имеющие соответственно оси симметрии
порядков 1, 2, 3, 4 и 6. Волокна располагаются вну-
три ячеек плоской сетки. Из числа указанных систем
наибольший интерес вызывает решетка с гексагональной
текстурой. Изучаемый композитный материал сохраняет
периодическую текстуру при симметрической укладке в
матрице трех сортов включений. Среда, таким образом,
состоит из четырех компонентов. Расположение разно-
родных включений в системе можно связать с наличием
цветной симметрии, когда каждому цвету, в который
окрашены группы включений, приписаны определенные
физические характеристики компонентов.

В случае, когда неоднородный диэлектрик состоит
только из двух компонентов — матрицы и одинаковых
параллельных волокон, свойства гексагональной струк-
туры были исследованы в работе [6]. Более общая
задача (применительно к расчету теплопроводности)
была решена в [7]. В этих работах был использо-
ван метод Рэлея [8], который, применяя классическую
теорию потенциала, разработал эффективные приемы
исследования двух- и трехмерных матричных сред с
периодическим расположением соответственно цилин-
дрических волокон и сферических включений.

Если среда содержит разнотипные волокна, имеющие
различные радиусы и физические характеристики, как в

рассматриваемой системе, то при расчете электрическо-
го поля не удается, к сожалению, применить метод Рэлея.
В этом случае предложена другая схема вычислений,
основная идея которых состоит в суммировании полей
взаимодействующих между собой включений. При этом
существенно используется точное решение модельной
задачи о взаимодействии двух параллельных цилиндри-
ческих тел [9].

Хотя проведенные расчеты касаются непосредственно
диэлектрических сред, они в силу известной математи-
ческой аналогии могут быть использованы также при
исследовании траспортных коэффициентов в упрогости,
гидродинамике, магнитостатике, тепло- и электропровод-
ности.

Локальное электрическое поле

Рассмотрим диэлектрическую среду, которая состоит
из матрицы с проницаемостью ε1 и симметрично рас-
положенных в ней однонаправленных цилиндрических
волокон трех разновидностей. Волокна с диэлектриче-
скими проницаемостями ε2, ε3 и ε4 и соответственно
радиусами r 1, r 2 и r 3, периодически чередуясь, образу-
ют гексагональную структуру. Фрагмент неограниченной
среды показан на рис. 1. Внешнее электрическое поле E0

направлено в плоскости xy нормально к осям параллель-
ных волокон. Уравнения электростатики

∇ · D = 0, ∇× E = 0, D = εE, (1)

где D и E — индукция и напряженность электрического
поля, в этом случае двумерны и совпадают с условиями
Коши–Римана, что позволяет перейти в плоскость ком-
плексной переменной z и ввести комплексные функции
электрического поля

D(z) = Dx − iDy, E(z) = Ex − iEy (z = x + iy). (2)
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Рис. 1. Фрагмент четырехкомпонентного (1–4) диэлектриче-
ского материала с гексагональным распределением однонапра-
вленных волокон.

Симметричное строение среды формирует периодиче-
скую структуру электрического поля. Поэтому исследо-
вание поля во всей системе сводится к его расчету в
одном периодическом элементе. Фактически достаточно
рассчитать поле в одной шестиугольной ячейке с одним
выделенным включением (рис. 1). Поле внутри этого
включения и в его непосредственной окрестности зави-
сит от наличия в системе всех остальных включений. Их
суммарное влияние можно учесть как взаимодействие
выделенного включения с каждым из них в отдельности.
Для этого можно воспользоваться решением вспомо-
гательной задачи об электрическом поле двух парал-
лельных диэлектрических цилиндров, погруженных в ди-
электрическую среду во внешнем однородном поле. Эта
задача имеет точное аналитическое решение при общих
условиях, когда радиусы и диэлектрические проницаемо-
сти цилиндрических тел различны и они расположены
произвольно друг от друга [9].

Математически взаимное влияние цилиндрических
включений друг на друга выражается диполь-дипольным
взаимодействием. Это линейные индуцированные дипо-
ли. Процедура вычисления координат и моментов ди-
полей изложена в [9]. В настоящей работе исследу-
ется система с малой концентрацией включений, что
позволяет ограничиться однодипольным приближением
электрического поля.

Пусть для определенности начало системы координат
совмещено с центром включения, имеющего диэлектри-
ческую проницаемость ε2. Тогда электрическое поле в
шестиугольнике, ограничивающим это включение, мож-

но записать так,

E1(z) = E0 − Ē0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

[
∆12r

2
1(z− amn)

−2

+ ∆13r 2
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−2 + ∆14r 2
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−2
]
,

E2(z) = (1 + ∆12)

{
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[
∆12r 2

1z−2

−
∞∑

m=0

∞∑
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[
∆12r 2
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−2 + ∆13r 2
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−2

+ ∆14r 2
1(z− cmn)

−2
]]}

. (3)

Здесь E1(z) и E2(z) — комплексные напряженности элек-
трическое поля в матрице и во включении соответствен-
но; E0 = E0x−iE0y — однородное внешнее электрическое
поле (черта над величиной E0 означает комплексное
сопряжение). Безразмерные параметры ∆12,∆13 и ∆14

определяются формулами

∆12 =
ε1 − ε2

ε1 + ε2
, ∆13 =

ε1 − ε3

ε1 + ε3
,

∆14 =
ε1 − ε4

ε1 + ε4
(−1 ≤ ∆12,∆13,∆14 ≤ 1). (4)

Электрическое поле, как видно, представлено суммой
однородного поля и поля бесконечного числа индуци-
рованных диполей, координаты которых amn, bmn и cmn

совпадают с центрами включений,
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√

3n), h
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2
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]}
,
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2
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]}
,
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√

3n), h
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√
3

2
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]}
, (5)

где h — линейный размер периода вдоль оси x;
m, n = 0,±1,±2, . . . (рис. 1).

Если начало координат поместить в центре вклю-
чения с диэлектрической проницаемостью ε3, то мож-
но воспользоваться теми же выражениями электри-
ческого поля (3) с циклической заменой параметров
∆12 → ∆13,∆13 → ∆14, ∆14 → ∆12; r 1 → r 2, r 2 → r 3,
r 3 → r 1 и аналогично для включения с диэлектриче-
ской проницаемостью ε4 — ∆12 → ∆14,∆13 → ∆12,
∆14 → ∆12; r 1 → r 3, r 2 → r 1, r 3 → r 2.

При удалении включений друг от друга взаимодей-
ствие между ними ослабевает (обратно пропорциональ-
но квадрату расстояния между их центрами в соот-
ветствии со свойствами линейного дипольного поля).
Поэтому в практических вычислениях в выражениях (3)
можно отбросить члены с бо́льшими значениями индек-
сов m и n (или хотя бы одного из них). Это упрощение
позволяет заменить бесконечные суммы конечными.
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Выражения электрического поля (3) записаны в одно-
дипольном приближении — учитываются только первые
индуцированные диполи. Их моменты пропорциональны
параметрам ∆1ϑ (ϑ = 2, 3, 4) первой и второй степени, а
также квадратам относительных значений радиусов r ν/h
(ν = 1, 2, 3) или, что эквивалентно, сечению волокон
(sν = πr 2

ν /h
2). Последующие приближения будут

содержать диполи, моменты которых пропорциональны
более высоким степеням параметров ∆1ϑ и sν . Эти па-
раметры входят в моменты диполей мультипликативно,
что позволяет использовать выражение (3) при малой
величине хотя бы одного из этих параметров.

Если взаимное влияние включений друг на друга не
учитывается, то в выражениях (3) можно отбросить бес-
конечные суммы. В этом случае поле внутри включений
однородно, а во внешней области представлено диполем.
Это приближение лежит в основе расчета эффективных
параметров слабонеоднородных материалов [10,11].

Осреднение локального поля

Макроскопически свойства неоднородного диэлектри-
ческоого материала определяются осредненным матери-
альным уравнением

〈D〉 = ε̂eff〈E〉, (6)

где угловые скобки обозначают операцию вычисления
средних величин по объему; в настоящем случае осред-
нение производится по площади элементарной ячейки
двоякопериодической системы.

За счет гексагональной укладки однонаправленных
цилиндрических волокон рассматриваемый композитный
материал приобретает в среднем анизотропные свойства.
В плоскости, нормальной к осям цилиндров, его макро-
скопические характеристики описываются эффективным
тензором диэлектрической проницаемости ε̂eff. Компо-
ненты симметричного тензора ε̂eff, приведенного к глав-
ным осям ε̂eff = {εeffxx, εeffyy}, находятся из соотношений

〈D〉x = εeffxx〈E〉x, 〈D〉y = εeffyy〈E〉y . (7)

Средние значения поля вычисляются осреднением вы-
ражений (3) в элементарной ячейке периода системы,
в качестве которой можно взять равносторонний тре-
угольник ABC (рис. 2). Если внешнее поле напра-
влено вдоль оси x (E0 = E0x), то в силу зеркальной
симметрии системы относительно действительной оси
эта ось будет силовой линией поля. Силовыми линиями
будут также все линии, параллельные действительной
оси и отстоящие от нее на величину, кратную размеру
отрезка BD =

√
3h/2 (высота треугольной ячейки).

Таким образом, треугольник ABC расположен между
двумя соседними силовыми линиями y = 0 и y =

√
3h/2,

причем одна его сторона AC совпадает с силовой линией
y = 0, а вершина B расположена на другой линии
y =

√
3h/2. В треугольной ячейке указанного вида

Рис. 2. Периодическая ячейка диэлектрического материала
для расчета средних значений поля.

все три вида включений представлены в относительно
равных долях — по 1/6 части их плоского сечения.

Определение средних величин поля по площади ячей-
ки можно заменить, как это всегда делается, вычи-
слением контурных интегралов. Пусть внешнее поле
направлено вдоль оси x (E0 = E0x), тогда имеем

〈E〉x =
1
h

C∫
A

ReE(x)dx, 〈D〉x =
2
√

3h

B∫
D

ReE(z)dz. (8)

Если же внешнее поле направлено вдоль оси y
(E0 = −iE0y), то

〈E〉y =
2
√

3h

B∫
D

ImE(z)dz, 〈D〉y =
1
h

C∫
A

ImE(x)dx. (9)

При этом линии, которые в предыдущем случае были
силовыми, становятся эквипотенциалями. Простые, но
требующие аккуратности, вычисления первого интегра-
ла (8) в конечном итоге дают следующее значение
среднего поля в ячейке вдоль оси x

〈E〉x = 1 + q(∆12r 2
1 + ∆13r 2

2 + ∆14r 2
3)

+ ∆12∆13[r
2
1M(r 2) + r 2

2M(r 1)] + ∆12∆14r 2
3N(r 1)

+ ∆13∆14r 2
3N(r 2) +

3
2

[∆2
12V(r 1) + ∆2

13V(r 2)]. (10)

Выражение (10) и последующие формулы средних зна-
чений электрического поля записаны в относительных
величинах

〈E〉∗x=〈E〉x/|E0|, r ∗j =r j /h (0 ≤ r ∗j <
√

3/2); j=1, 2, 3.

Для упрощения письма в (10) и далее звездочки
опущены. В выражении (10) q — численный параметр.
Точное значение параметра q определяется формулами
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(в расчетах их оказалось две), одна из которых приведена
в Приложении А. Вычисления дают q = 0.8061. Чтобы
не загромождать основной текст излишними деталями,
выражения функций M(. . . ),N(. . . ) и V(. . . ) отнесены
в Приложение А. Здесь собраны все вспомогательные
формулы, которые необходимы в вычислениях при ис-
пользовании выражения (10) и последующих выраже-
ний (11)–(13).

Можно заметить, что среднее электрическое по-
ле 〈E〉x , определяемое выражением (10), несимметрич-
но относительно параметров ∆12,∆13 и ∆14, кото-
рые являются приведенными значениями диэлектриче-
ских проницаемостей включений. Это несоответствие
в теоретическом описании структурно-симметричного
материала объясняется тем, что форма представления
выражения 〈E〉x , вообще говоря, зависит от выбора
начала системы координат. В данном случае она была
фиксирована в центре включения с диэлектрической
проницаемостью ε2 (рис. 1 и 2). Разумеется, что на
абсолютную величину 〈E〉x положение начальной точки
системы координат не оказывает никакого влияния.

Если, например, начало системы координат поме-
стить в центр включения с диэлектрической проница-
емостью ε3 и проделать все вычисления, аналогичные
тем, которые были выполнены при получении выраже-
ния (10), то

〈E〉x = 1 + q(∆12r 2
1 + ∆13r 2

2 + ∆14r 2
3)

+ ∆13∆14[r
2
2M(r 3) + r 2

3M(r 2)] + ∆12∆13r
2
1N(r 2)

+ ∆12∆14r 2
1N(r 3) +

3
2

[∆2
13V(r 2) + ∆2

14V(r 3)]. (11)

Выражение (11) также несимметрично относительно
параметров ∆12,∆13 и ∆14, что особенно заметно при
сравнении выражений (10) и (11).

Наконец, при помещении начала координат в центр
включения с диэлектрической проницаемостью ε4 вычи-
сления дают

〈E〉x = 1 + q(∆12r 2
1 + ∆13r 2

2 + ∆14r 2
3)

+ ∆12∆14[r
2
1M(r 3) + r 2

3M(r 1)] + ∆12∆13r
2
2N(r 1)

+ ∆13∆14r 2
2N(r 3) +

3
2

[∆2
12V(r 1) + ∆2

14V(r 3)]. (12)

Хотя выражения (10)–(12) отличаются друг от друга
по форме, в действительности они определяют одну и ту
же величину среднего электрического поля в системе.
В этом можно убедиться, сравнивая вычисления для
конкретных параметров в трех рассмотренных случаях.

Для того чтобы получить симметричное выраже-
ние для среднего поля 〈E〉x относительно параметров
∆12,∆13 и ∆14, необходимо сложить все три выраже-
ния (10)–(12) в сумму разделить на три. В результате

получим

〈E〉x = 1 + q(∆12r 2
1 + ∆13r

2
2 + ∆14r 2

3)

+ ∆12∆13U(r 1, r 3) + ∆12∆14U(r 1, r 2)

+ ∆13∆14U(r 2, r 3) + ∆2
12V(r 1)

+ ∆2
13V(r 2) + ∆2

14V(r 3). (13)

где

U(r µ, νν ) =
1
3

{
r 2
µ [M(r ν) + N(r ν )]

+ r 2
ν [M(r µ) + N(r µ)]

}
(µ, ν = 1, 2, 3; µ 6= ν).

Теперь, как видно, поле 〈E〉x симметрично относитель-
но указанных параметров, что важно в дальнейшем при
получении и анализе тензора эффективной диэлектриче-
ской проницаемости.

Чтобы получить среднее значение индукции электри-
ческого поля в системе 〈D〉x , необходимо вычислить
второй интеграл (8). Форма написания выражения 〈D〉x
также зависит от фиксированного положения системы
координат. Если начало прямоугольной системы коорди-
нат совмещено с центром включения с диэлектрической
проницаемостью ε2, то вычисления дают

〈D〉x = ε1

{
1− p(∆12r 2

1 + ∆13r 2
2 + ∆14r 2

3)

+ ∆12∆14r 2
1L(r 3) + ∆13∆14r 2

2L(r 3) + 2∆2
14H(r 3)

}
. (14)

Здесь p — численный параметр, выражение которого
приведено в Приложении B. Оказывается, что p = 2q,
где число q определено выше (после выражения (10)).
Функция L(r ) и H(r ), как вспомогательные параметры,
отнесены в Приложение B.

В случае, когда начало системы координат помещено
в центр включения с диэлектрической проницаемостью
ε3, вместо выражения (14) получим

〈D〉x = ε1

{
1− p(∆12r 2

1 + ∆13r 2
2 + ∆14r 2

3)

+ ∆12∆13r 2
2L(r 1) + ∆12∆14r 2

3L(r 1) + 3∆2
12H(r 1)

}
. (15)

Если же система координат фиксирована с центром
включения с проницаемостью ε4, то имеем

〈D〉x = ε1

{
1− p(∆12r 2

1 + ∆13r 2
2 + ∆14r 2

3)

+ ∆12∆13r 2
1L(r 2) + ∆13∆14r 2

3L(r 3) + 3∆2
13H(r 2)

}
. (16)

Все три выражения (14)–(16) определяют одно и то
же значение среднего поля 〈D〉x в системе и отличаются
друг от друга только формой написания. Они несимме-
тричны относительно параметров ∆12,∆13 и ∆14. Для
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симметризации выражения 〈D〉x необходимо, как это
было сделано выше, сложить выражения (14)–(16) и
сумму разделить на три. Это дает окончательно

〈D〉x = ε1

{
1− p(∆12r 2

1 + ∆13r 2
2 + ∆14r 2

3)

+ ∆12∆13G(r 1, r 2) + ∆12∆14G(r 1, r 3)

+ ∆13∆14G(r 2, r 3) + ∆2
12H(r 1)

+ ∆2
13H(r 2) + ∆2

14H(r 3)
}
, (17)

где

G(r µ, r ν ) =
1
3

[r 2
µL(r ν )+r 2

νL(r µ)] (µ, ν = 1, 2, 3; µ 6= ν).

Выражения (13) и (17) определяют в системе сред-
ние значения поля, когда внешнее электрическое поле
направлено вдоль оси x (E0 = E0x). Если же внешнее
поле ориентировано в системе в направлении оси y
(E0 = −iE0y), то для нахождения средних значений
поля необходимо вычислить интегралы (9). После
вычислений, аналогичных тем, которые были проведены
выше, окончательно получаем такие выражения

〈E〉y = 1 + p(∆12r 2
1 + ∆13r 2

2 + ∆14r 2
3)

+ ∆12∆13G(r 1, r 2) + ∆12∆14G(r 1, r 3)

+ ∆13∆14G(r 2, r 3)∆2
12H(r 1) +

+ ∆2
13H(r 2) + ∆2

14H(r 3),

〈D〉y = ε1

{
1− q(∆12r

2
1 + ∆13r 2

2 + ∆14r 2
3)

+ ∆12∆13U(r 1, r 2) + ∆12∆14U(r 1, r 3)

+ ∆13∆14U(r 2, r 3) + ∆2
12V(r 1)

+ ∆2
13V(r 2) + ∆2

14V(r 3)
}
. (18)

Выражения (18) записаны в симметричном виде отно-
сительного параметров ∆12,∆13 и ∆14.

Преобразования симметрии

Сравнивая полученные выражения (13), (17) и (18),
можно установить, что компоненты среднего электриче-
ского поля в системе удовлетворяют преобразованиям
симметрии

〈D(∆12,∆13,∆14)〉x = ε1〈E(∆21,∆31,∆41)〉y,

〈D(∆12,∆13,∆14)〉y = ε1〈E(∆21,∆31,∆41)〉x (19)

или, что равносильно,

〈D(∆21,∆31,∆41)〉y = ε1〈E(∆12,∆13,∆14)〉y,

〈D(∆21,∆31,∆41)〉y = ε1〈E(∆12,∆13,∆14)〉x . (20)

В соотношениях (19) и (20), согласно формулам (4),
∆ϑ1 = −∆1ϑ (ϑ = 2, 3, 4).

Преобразованиям симметрии (19) и (20) можно при-
дать вид одного соотношения, устанавливающего связь
между средними значениями энергий,

〈W(∆12,∆13,∆14)〉 = 〈W(∆21,∆31,∆41)〉. (21)

где 〈W〉 = 〈D〉x〈E〉x + 〈D〉y〈E〉y .
Равенство (21) можно интерпретировать, используя

терминологию, предложенную в работе [11], как соот-
ношение между энергиями исходной и взаимной оси-
стем. В заключение отметим, что преобразования сим-
метрии выполняются для кусочно-однородных сред с
различным структурным строением. Их практическая
ценность состоит в том, что они позволяют контроли-
ровать правильность вычислений и, кроме того, могут
быть использованы для упрощения расчетов. Например,
в рассматриваемом случае, достаточно было вычислить
только две из четырех компонент электрического поля,
〈D〉x и 〈E〉x или 〈D〉y и 〈E〉y , соответственно две другие
можно найти из соотношений (19) или (20).

Тензор эффективной диэлектрической
проницаемости

Компонента εeffxx тензора ε̂eff находится из соотно-
шения (7). Средние величины электрического поля в
этом соотношении определены формулами (13) и (17).
В результате получаем

εeffxx = ε1

×

1−α(∆12s1+∆13s2+∆14s3)+∆12∆13G(r 1,r 2)+∆12∆14G(r 1,r 3)+

+∆13∆14G(r 2,r 3)+∆2
12H(r 1)+∆2

13H(r 2)+∆2
14H(r 3)

1+β(∆12s1+∆13s2+∆14s3)+∆12∆13U(r 1,r 2)+∆12∆14U(r 1,r 3)+

+∆13∆14U(r 2,r 3)+∆2
12V(r 1)+∆2

13V(r 2)+∆2
14V(r 3)

,

(22)

где α и β — численные параметры, α + β = 2, α = 4/3.
Следует отметить, что для композитных материалов,
которые в среднем изотропны, эти параметры равны
друг другу α = β = 1. Для материалов же, которые
после осреднения приобретают анизотропные свойства
α 6= β, причем выполняется строгое равенство α+β = 2.
Численные значения параметров α и β характеризу-
ют, очевидно, структуру макроскопической анизотропии
композитного материала. Величины α и β находятся при
расчете средних значений поля (достаточно определить
одну из них).

Параметры sν (ν = 1, 2, 3) в (22) — концентрация
компонентов в среде. Они определены как отношения
частей поперечного сечения включений, приходящихся
на треугольную область осреднения, к площади этого
треугольника (рис. 2). Имеем

s∗ν =
sν /6
sABC

=
πr 2

ν/6
√

3h2/4
=

2π

3
√

3
r ∗2ν , (23)

где sABC — площадь треугольника ABC, показанного
на рис. 2 (звездочки в выражении (22) и последующих
формулах опущены).
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Отметим что, параметры α и β связаны с пара-
метрами p и q в выражениях (13) и (17) простыми
соотношениями α = 3

√
3p/2π, β = 3

√
3q/2π. Функции

от радиусов r ν , фигурирующие в выражении (22), были
определены выше. Другой элемент тензора ε̂eff, компо-
нента εeffyy, находятся из второго соотношения (7). Его
можно также получить из соотношения взаимности

εeffxx(∆12,∆13,∆14)εeffyy(∆21,∆31,∆41) = ε2
1, (24)

которое следует из преобразований симметрии (19)
и (20).

1) М а л а я к о н ц е н т р а ц и я в к л ю ч е н и й. Если
концентрация каждого из трех разновидностей включе-
ний мала и, следовательно, малы радиусы цилиндри-
ческих волокон, то функции U(. . . ),G(. . . ),V(. . . ) и
H(. . . ), как показывают расчеты, пренебрежимо малы.
Это позволяет пренебречь в формуле (22) членами,
содержащими произведения и квадраты параметров ∆1ϑ

(ϑ = 2, 3, 4). В результате дробно-рациональное выра-
жение компоненты εeffxx принимает вид дробно-линейной
функции

εeffxx = ε1
1− α(∆12s1 + ∆13s2 + ∆14s3)

1 + β(∆12s1 + ∆13s2 + ∆14s3)
. (25)

При этом допускается, что параметры ∆1ν могут
принимать произвольные значения. Если дополнительно
предположить, что разница между диэлектрическими
проницаемостями матрицы и включений мала, т. е. ма-
лы абсолютные величины параметров ∆1ϑ, то выраже-
ние (25) можно линеаризовать по этим параметрам

εeffxx = ε1[1− 2(∆12s1 + ∆13s2 + ∆14s3)]. (26)

Здесь учтено, что α + β = 2. Формула (26) опре-
деляет эффективную диэлектрическую проницаемость
слабонеоднородной среды; она записана с точностью до
членов первого порядка малости по двум параметрам sν
и ∆ϑ . В среде с такими свойствами гексагональная
структура уже не проявляется, композитный материал
становится в целом изотропным и его диэлектриче-
ская проницаемость определяется скалярной величиной
εeffxx = εeffyy = εeff.

Линейная зависимость (26) характеризует эффектив-
ную диэлектрическую проницаемость матричного неод-
нородного материала, в котором взаимодействием между
включениями можно пренебречь. Локальное электриче-
ское поле в такой системе описывается уравнениями,
устанавливающими, что внутри цилиндрических включе-
ний поле однородно.

Если в слабонеоднородной среде выполняется соотно-
шение ∆12s1 + ∆13s2 + ∆14s3 = 0, то, согласно (26),
ее эффективная диэлектрическая проницаемость прини-
мает значение проницаемости матрицы, хотя материал
содержит разнородные включения. Физически это озна-
чает, что при определенном сочетании включений и их
концентраций, отвечающих указанному соотношению,

поляризационные явления в неоднородном материале
взаимно компенсируются. Это можно проиллюстриро-
вать следующим примером. Пусть все включения име-
ют одинаковые концентрации s1 = s2 = s3, тогда
имеем ∆12 + ∆13 + ∆14 = 0. Последнее равенство
выполняется, если по крайней мере один из параметров
∆1ϑ (ϑ = 2, 3, 4) принимает отрицательное значение
и, следовательно, по меньшей мере одно из включений
будет иметь диэлектрическую проницаемость больше
проницаемости матрицы. Наличие в неоднородной среде
нескольких видов включений с проницаемостями боль-
ше и меньше диэлектрической проницаемости матрицы
создает в диэлектрике поляризованность включений с
противоположными направлениями, которые при соблю-
дении указанных равенств взаимно уравновешиваются.

Интересно отметить, что при этих условиях форму-
ла эффективной диэлектрической проницаемости (25)
приобретает значение проницаемости матрицы, причем
только в этом особом случае отсутствует анизотропия
среды, у которой, как отмечалось, параметры ∆1ϑ не
обязательно малы.

2) Д в у х к о м п о н е н т н ы е д и э л е к т р и к и. Из
общего выражения (22) следует как частный случай
формула эффективной диэлектрической проницаемости
двухкомпонентных диэлектриков. Варьируя величины па-
раметров ∆1ϑ (ϑ = 2, 3, 4) и радиусы включений r ν
(ν = 1, 2, 3), можно получить несколько различных
формул, отвечающих различным структурам. Среди них
наиболее интересен случай, когда двухкомпонентный
диэлектрик сохраняет гексагональное строение. К такой
системе можно прийти, если положить, что все включе-
ния в материале имеют одинаковые радиусы ν1 = ν2 = ν3

и диэлектрические проницаемости ε2 = ε3 = ε4

(∆12 = ∆13 = ∆14). В результате из (22) получим

εeffxx = ε1
1− 4∆12s + ∆2

12L(r )

1− 4∆12s + ∆2
12M(r )

. (27)

Здесь L(r ) = 3[G(r )+ H(r )], M(r ) = 3[U(r )+V(r )], где
r = r ν и s = sν . Двухкомпонентный диэлектрик с таким
строением был исследован в работах [6,7], с помощью
метода Рэлея авторы указанных работ получили следую-
щее выражение компоненты εeffxx тензора ε̂eff (здесь оно
записанное в символах настоящей работы):

εeffxx = ε1

1−∆12s0 −∆2
12s6

0[a + (b + c)s6
0]+

+b∆3
12s

13
0 + bc∆4

12s
24
0

1 + ∆12s0 −∆2
12s6

0[a + (b + c)s6
0]−

−b∆3
12s

13
0 + bc∆4

12s
24
0

, (28)

где s0 = 3s — суммарная концентрация всех включений;
a, b и c — численные коэффициенты: a = 0.075422,
b = 1.060283, c = 0.000076; решение (28) получено
с точностью до четвертого порядка — в разложениях по
параметру ∆12 удерживаются члены четвертой степени
этого параметра.
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Детальное исследование точности решений, получен-
ных с помощью метода Рэлея, было предпринято Ман-
теуфелом и Тодрисом [7], изучавших погрешности ана-
литических решений в приближениях до одинадцатого
порядка. Авторы работы [7] установили, в частности,
что вычисления эффективной диэлектрической прони-
цаемости по формуле (28) отличаются от численных
расчетов менее чем на 0.1% при произвольных величинах
параметра |∆12|, если концентрация включений не пре-
восходит значения s0 ∼ 0.8. Для сильнонеоднородных
сред, когда параметры s0 и |∆12| принимают предельно
большие значения s0 → s0 max (s0 max — концентрация
при плотнейшей упаковке включений, s0 max = π/2

√
3) и

|∆12| → 1, метод Рэлея требует приближений высоких
порядков.

Точность формулы (28) достаточно высока, и поэто-
му, сравнивая с ней результаты вычислений по форму-

Рис. 3. Зависимости εeffxx от параметра ∆21 двухкомпонентно-
го волокнистого диэлектрика, рассчитанные по формулам: 1 —
(27), 2 — (28), 3 — (25). ε1 = 1, s0 = 3s = 0.25.

Рис. 4. То же, что на рис. 3, при s0 = 3s = 0.5.

Рис. 5. То же, что на рис. 3, при s0 = 3s = 0.75.

ле (27) при одинаковых условиях, можно судить также
о точности однодипольного приближения при расчете
средних параметров диэлектриков с рассматриваемой
структурой. Для наглядности сравнения на рис. 3–5 по-
строены зависимости εeffxx(∆21) для трех концентраций
s0 = 3s = 0.25, 0.5 и 0.75 при ε1 = 1. Здесь сплошная
кривая отвечает формуле (27), штриховая кривая по-
строена по формуле (28) и штрихпунктир соответствует
формуле (25). Последняя формула особенно проста и
поэтому удобна для оценочных расчетов. Как видно, при
концентрации включений 0.75 формулы (27) и (28) дают
совпадающие результаты во всем диапазоне изменения
диэлектрической проницаемости вкоючений ε2 (параме-
тра ∆21). При меньших концентрациях формула (27)

дает несколько завышенные значения εeffxx, начиная с
величины параметра ∆21 = 0.5 (ε2 ≥ 3); погрешность
растет по мере увеличения параметра ∆21 и достигает
максимальной величины в предельном случае ε2 → ∞
(∆21 = 1). Из графиков следует, что формула (25)

точно описывает эффективные параметры среды при
малых концентрациях включений и при малом отличии
их проницаемости от проницаемости матрицы.

Заключение

Аналитическое изучение четырехкомпонентного ди-
электрического материала оказалось возможным благо-
даря высокому порядку симметрии, которым обладают
гексагональные структуры. Исследуемая система имеет
регулярное строение и характеризуется операцией зер-
кального отражения относительно оси x и операцией
дискретного вращения (ось 3) — при повороте на 120◦

система совмещается сама с собой (рис. 1).

Журнал технической физики, 2002, том 72, вып. 1



58 Ю.П. Емец

В практическом плане физические свойства четы-
рехкомпонентных диэлектриков более разнообразны по
сравнению с двухкомпонентными, что связано с раз-
нородным проявлением у них поляризационных явле-
ний. Как показано в работе, при определенном со-
четании концентраций и диэлектрических проницаемо-
стей включений в четырехкомпонентном диэлектрике
можно получить эффективную диэлектрическую прони-
цаемость композита, равную проницаемости матрицы.
Двухкомпонентные диэлектрики такими свойствами не
обладают.

Приложение А. В этом разделе дана формула, устана-
вливающая значение параметра q, и приведены выраже-
ния функций M(. . . ),N(. . . ) и V(. . . ), фигурирующих в
формулах (10)–(13). Параметр q определяется так:

q = 2

{ ∞∑
m=1

(
1

3m− 1
−

1
3m− 2

)

+ 2
∞∑

m=1

∞∑
n=1

{
3m− 1

(3m− 1)2 + 3n2
−

3m− 2
(3m− 2)2 + 3n2

+ 2

[
6m− 5

(6m− 5)2+ 3(2n− 1)2
−

6m− 1
(6m− 1)2+ 3(2n− 1)2

]

+ 4

[
m

12m2 + (2n− 1)2
−

m− 1
12(m− 1)2 + (2n− 1)2

]}}
.

(A1)

Следует отметить, что формула (A1) есть точное
значение параметра q; она справедлива для всех при-
ближений при расчете электрического поля, начиная с
однодипольного. Функция M(r ), где r = r 1, r 2, r 3, имеет
вид

M(r ) =
∞∑

m=1

(
1

3m− 2
−

1
3m− 1

+
1

r + 3m− 1
+

1
r − 3m+ 2

)

+ 2
∞∑

m=1

∞∑
n=1

{
3m− 2

(3m− 2)2 + 3n2
−

3m− 1
(3m− 1)2 + 3n2

+
r − 3m+ 2

(r − 3m+ 2)2 + 3n2
+

r + 3m− 1
(r + 3m− 1)2 + 3n2

+ 2

[
6m− 1

(6m− 1)2 + 3(2n− 1)2
−

6m− 5
(6m− 5)2+ 3(2n− 1)2

+
2r − 6m+ 1

(2r − 6m+ 1)2+ 3(2n− 1)2

−
2r + 6m− 5

(2r + 6m− 5)2 + 3(2n− 1)2

]}
. (A2)

Вычисления дают следующее выражение для функции
N(r ):

N(r ) =
∞∑

m=1

(
1

3m− 1
−

1
3m− 2

+
1

r − 3m+ 1
+

1
r + 3m− 2

)

+ 2
∞∑

m=1

∞∑
n=1

{
3m− 1

(3m− 1)2 + 3n2
−

3m− 2
(3m− 2)2 + 3n2

+
r − 3m+ 1

(r − 3m+ 1)2 + 3n2
+

r + 3m− 2
(r + 3m− 2)2 + 3n2

+ 2

[
6m− 5

(6m− 5)2 + 3(2n− 1)2
−

6m− 1
(6m− 1)2+ 3(2n− 1)2

+
2r + 6m− 1

(2r + 6m− 1)2+ 3(2n− 1)2

+
2r − 6m+ 5

(2r − 6m+ 5)2 + 3(2n− 1)2

]}
. (A3)

Функция V(r ) записывается так:

V(r ) =
4
3

r 2

{
r
∞∑

m=1

(
1

r 2 + 3m2
+

1
r 2 − 9m2

)

+
∞∑

m=1

∞∑
n=1

{
r − 3m

(r − 3m)2 + 3n2
+

r + 3m
(r + 3m)2 + 3n2

+ 2

[
2r − 6m− 3

(2r − 6m+ 3)2 + 3(2n− 1)2

+
2r + 6m− 3

(2r + 6m− 3)2 + 3(2n− 1)2

]}}
. (A4)

Приложение B. В выражениях (14)–(16) параметр p и
функции L(r ) и H(r ) имеют следующие представления.
Численный параметр p определяется формулой

p = 2

{
1 + 2

∞∑
m=1

p

[
1

1 + 27m2
+

1
1− 9m2

+
2

1 + 27(2m− 1)2

]
+
∞∑

m=1

∞∑
n=1

[
2(1 + 3n)

(1 + 3n)2 + 27m2

+
4(5− 6n)

(5− 6n)2 + 27(2m− 1)2
+

4(1 + 6n)

(1 + 6n)2 + 27(2m− 1)2

+
2− 3n

(2− 3n)2 + 27(m− 1)2
+

3n− 1
(3n− 1)2 + 27(m− 1)2

+
2− 3n

(2− 3n)2 + 27m2
+

1− 3n
(1− 3n)2 + 27m2

]}
. (B1)

В расчетах параметр p представлен также двумя други-
ми формулами, но все они дают одно и то же численное
значение p = 1.612.
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Функция L(r ), где r = r 1, r 2, r 3, имеет вид

L(r ) =
2
√

3

{
r
∞∑

m=1

[
1

r 2 + (3m− 1)2
+

1
r 2 + (3m− 2)2

]

+
∞∑

m=1

∞∑
n=1

{
r +
√

3n

(r +
√

3n)2 + (3m− 1)2

+
r −
√

3n

(r −
√

3n)2 + (3m− 1)2
+

r +
√

3n

(r +
√

3n)2 + (3m− 2)2

+
r −
√

3n

(r −
√

3n)2 + (3m− 2)2

+ 2

[
2r +

√
3(2n− 1)

[2r +
√

3(2n− 1)]2 + (6m− 1)2

+
2r −

√
3(2n− 1)

[2r −
√

3(2n− 1)]2 + (6m− 1)2

+
2r +

√
3(2n− 1)

[2r +
√

3(2n− 1)]2 + (6m− 5)2

+
2r −

√
3(2n− 1)

[2r −
√

3(2n− 1)]2 + (6m− 5)2

]}}
. (B2)

Функция H(r ) имеет вид

H(r ) =
4r 2

3
√

3

{
r
∞∑

m=1

(
1

r 2 + 9m2
+

1
r 2 − 3m2

)

+
∞∑

m=1

∞∑
n=1

{
r +
√

3n

(r +
√

3n)2 + 9m2
+

r −
√

3n

(r −
√

3n)2 + 9m2

+ 2

[
2r +

√
3(2n− 1)

[2r +
√

3(2n− 1)]2 + 9(2m− 1)2

+
2r −

√
3(2n− 1)

[2r −
√

3(2n− 1)]2 + 9(2m− 1)2

]}}
. (B3)

Параметр p и функции L(r ) и H(r ), как и параметр q
и функции M(r ), N(r ) и V(r ), получены в результате
интегирования комплексных выражений диполей, фи-
гурирующих в формулах электрического поля (3), и
аналогичных им.
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