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В рамках асимптотического аналитического анализа нелинейных колебаний
заряженной капли при многомодовой начальной деформации ее равновес-
ной сферической формы показано, что когда в спектре мод, определяющих
начальную деформацию, присутствуют две соседние моды, то центр заряда
капли совершает осцилляции возле центра масс, что приводит к генерации
электромагнитного излучения дипольного вида.

1. Исследование капиллярных колебаний и устойчивости заряженной
капли представляет значительный интерес в связи с разнообразием
академических, технических и технологических приложений, в которых
заряженная капля играет важную роль (см., например, [1–3] и ука-
занную там литературу). В частности, вопросы, связанные с наличием
электромагнитного излучения от колеблющихся заряженных облачных
и дождевых капель представляют интерес в связи с проблемами ра-
диолокационного зондирования метеорологических объектов [4]. Но
если электромагнитное излучение, связанное с колеблющимися каплями
в линейном приближении, по величине деформации капли являлось
предметом исследования [5], то излучение от заряженной капли в
нелинейных приближениях до сих пор не рассматривалось, хотя ряд об-
щих нелинейных анализов осцилляций заряженной капли уже выполнен
(см., например [6–9]).

2. Рассмотрим эволюцию во времени формы поверхности капли иде-
альной, несжимаемой идеально проводящей жидкости с плотностью ρ,
коэффициентом поверхностного натяжения σ . Примем, что капля
находится в вакууме, ее полный заряд равен Q, а объем определяется
объемом сферы с радиусом R. В начальный момент времени t = 0
равновесная сферическая форма капли претерпевает виртуальное осе-
симметричное возмущение фиксированной амплитуды, существенно
меньшей радиуса капли.
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Поскольку начальное возмущение поверхности капли осесимме-
трично и мало, примем, что форма капли — осесимметричная как в
начальный момент, так и во все последующие моменты времени, а
уравнение, описывающее ее поверхность, в полярной системе координат
с началом в центре капли в безразмерных переменных, в которых
R = ρ = σ = 1, имеет вид

r(θ, t) = 1 + ξ(θ, t), |ξ | � 1.

Движение жидкости в капле будем полагать потенциальным, и при-
мем, что поле скоростей движения жидкости в капле V(r, t) =∇ψ(r, t)
полностью определяется функцией потенциала скорости ψ(r, t). Ма-
тематическая формулировка задачи об электромагнитном излучении
колеблющейся капли имеет вид:

∆ψ(r, t) = 0; ∆E(r, t) =
1
c2

∂2E
∂t2

; div E = 0;

r → 0 : ψ(r, t)→ 0;

r →∞ : E(r, t)→ 0;

r = 1 + ξ(θ, t) :
∂ξ

∂t
=
∂ψ

∂r
−

1
r2

∂ξ

∂θ

∂ψ

∂θ
;

∆p−
∂ψ

∂t
−

1
2

(∇ψ)2 +
1

8π
(E)2 =∇ · n.

Для замыкания выписанной системы введем условия сохранения
полного заряда и объема капли, а также условия неподвижности центра
масс:

−
1

4π

∮
S

(n ·∇Φ)ds= Q, S= [r = 1 + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π];

∫
V

r2dr sin θdθdφ =
4
3
π,

V = [0 ≤ r ≤ 1 + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π];∫
V

er · r
3dr · sin θdθdφ = 0,

V = [0 ≤ r ≤ 1 + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π].
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Начальные условия задаются в виде начальной деформации равно-
весной сферической формы капли и равенства нулю начальной скорости
движения поверхности

t = 0 : ξ0P0(µ) + ξ1P1(µ) + ξ
∑
j∈Ξ

hjPj(µ);
∑
j∈Ξ

hj = 1;
∂ξ(θ)

∂t
= 0; (1)

µ ≡ cos θ; hj — безразмерные коэффициенты, определяющие вклад
различных колебательных мод в начальную деформацию капли; Ξ —
множество значений номеров возбужденных мод; ∆p — перепад посто-
янных давлений внутри и вне капли в состоянии равновесия; n — еди-
ничный вектор внешней нормали к поверхности капли; er — радиальный
орт сферической системы координат; E — вектор напряженности элек-
трического поля собственного заряда капли; ε — амплитуда начального
возмущения формы поверхности капли; Pj(µ) — полиномы Лежандра
порядка j ; ξ0 и ξ1 — константы, определяемые из условий постоянства
объема и неподвижности центра масс в начальный момент времени и с
точностью до слагаемых второго порядка малости по ε, равные:

ξ0 ≈ −ε
2
∑
j∈Ξ

h2
j

(2 j + 1)
+ O(ε3); ξ1 ≈ −ε

2
∑
j∈Ξ

9 jh j−1hj

(2 j − 1)(2 j + 1)
+ O(ε3).

3. Решение сформулированной задачи в линейном по ξ(θ, t)/R при-
ближении, приведенное в [5], приводит к размерному дисперсионному
уравнению для описываемой системы:

ω2
j ≡

σ

ρR3
j( j − 1)

[
( j + 2)−

Q2

4πσR3

]
+ 2iω j

Q2( j − 1)2

8πρcR5
,

где i — мнимая единица. Мнимая часть частоты, получающейся из
решения дисперсионного уравнения, определяет затухание капиллярных
колебаний капли, связанное с излучением электромагнитных волн.
Выражение для мощности излучения на частоте ω j , предлагаемое в [5],
имеет вид:

I = −
dWj

dt
≡Wj

Q2( j − 1)2

4πρcR5
, (1)

где Wj — энергия поверхностных колебаний в j-й моде.
Согласно оценкам [5], исходящим из предположения, что основ-

ными излучателями являются свободно падающие в облаке сильно
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заряженные капли с R = 1 mm, коагулирующие с более мелкими и
потому осциллирующие, интенсивность интегрального мультипольного
излучения (начиная с квадрупольного, поскольку в линейном анали-
зе дипольное излучение не обнаруживается) на частоте 120 kHz из
облака диаметром 5 km равна ≈ 30 mW. Эта цифра представляется
основательно завышенной, поскольку реально наблюдаемые значения
концентрации капель крупных размеров и их заряды существенно ниже
использованных в [5] (см. [10]).

4. Решение сформулированной задачи асимптотическим методом
многих масштабов (детали применения этого метода к анализу устойчи-
вости заряженных капель можно найти, например, в [6,7,9]) во втором
порядке малости по отношению ξ(θ, t)/R показывает, что когда в
спектре начально возбужденных мод присутствуют две соседние, то при
капиллярных осцилляциях капли возбуждается мода с n = 1 (трансляци-
онная мода) и центр заряда капли начинает совершать колебания возле
положения центра масс. Размерная зависимость от времени амплитуды
таких осцилляций имеет вид:

Rq ≡ ε
2R
∑
j∈Ξ

3i(i − 2)

(2 j − 1)(2 j + 1)
hjhj−1

×
[
cos[(ω j + ω j−1)t] + cos[(ω j − ω j−1)t]

]
; (2)

ω2
j ≡

σ

ρR3 j( j − 1)

[
( j + 2)−

Q2

4πσR3

]
.

На рисунке a и b приведены временны́е зависимости положения
центра заряда осциллирующей капли при различных начальных возму-
щениях.

Наличие осцилляций центра собственного заряда капли превращает
ее в излучатель электромагнитных волн дипольного типа. Интенсив-
ность электромагнитного излучения от единичной капли Ie в соответ-
ствии с известным [11] выражением запишется в виде:

Ie =
4

3c3

{
|dω j+ω j+1 |

2(ω j + ω j+1)
4 + |dω j+1−ω j |

2(ω j+1 − ω j)
4
}
, (3)

где c — скорость света в вакууме; dω j — дипольный момент капли,
осциллирующей с частотой ω j . В рассматриваемой ситуации имеем:

dω j+ω j+1 ≡ dω j+1−ω j ≡ Q|Rq| ≡ Qε2R
∑
j∈Ξ

3 j( j − 2)

(2 j − 1)(2 j + 1)
hjhj−1,
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Зависимость безразмерного смещения центра заряда осциллирующей капли Rqz,
связанная с возбуждением трансляционной моды ( j = 1), от безразмерного же
времени t, когда начальная деформация равновесной сферической формы капли
задана в виде: a — 0.5ε

(
P3(µ) + P4(µ)

)
; b — 0.5ε

(
P10(µ) + P11(µ)

)
.

а потому из (3) получим:

Ie =
4Qε2R

c3

∑
j∈Ξ

j( j − 2)hjhj+1

(2 j − 1)(2 j + 1)

{
(ω j + ω j+1)

4 + (ω j+1 − ω j)
4
}
. (4)

Проведем оценку интенсивности фонового электромагнитного излу-
чения на основе (4), когда возбуждение трансляционной моды связано
с возбуждением всего двух соседних мод с j = 100 капли со средними
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(Продолжение рисунка).

характеристиками: радиусом R = 30µm и зарядом Q = 2.5 · 105 CGSE,
концентрация которых по справочным данным [6] в кучевом облаке
n ≈ 103 cm−3. Примем также, что ε2 = 0.1, h100 = h101 = 0.5,
σ = 73 dyne / cm, ρ1 = 1 g / cm3. Тогда интенсивность дипольного
электромагнитного излучения при возбуждении колебаний капель за
счет микрофизических внутриоблачных процессов (коагуляции с более
мелкими, испарения, конденсации, гидродинамического и электрическо-
го взаимодействия с соседними каплями) из облака диаметром 5 km
составит

I ≈ 10−6W

и будет идти на частотах порядка мегагерц.
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Если принять, что возбуждены не две соседние моды, но целый
диапазон соседних мод от j до j + m, то интегральная интенсивность
излучения увеличится примерно в m раз.

5. Заключение. Фоновое дипольное электромагнитное излучение
заряженных облаков естественного и искусственного происхождения
может быть связано с нелинейным эффектом: возбуждением во втором
порядке малости трансляционной моды осциллирующей заряженной ка-
пли, реализующимся, когда в спектре колебательных мод, определяющих
начальную деформацию капли, имеются две с соседними номерами.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ 00–15–9925.
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