
Физика твердого тела, 2001, том 43, вып. 9

Гиперболические экситоны в полупроводниках

© В.И. Белявский, Р.А. Кончаков

Государственный педагогический университет,
394043 Воронеж, Россия

E-mail:vib@vspu.ac.ru

(Поступила в Редакцию 6 декабря 2000 г.)

Энергия и затухание квазистационарного состояния, соответствующего гиперболическому экситону в по-
лупроводниковом кристалле, рассчитаны в предположении, что взаимодействие между электроном и дыркой
описывается экранированным кулоновским потенциалом. Определены условия возникновения резонанса,
обусловленного гиперболическим экситоном.

Работа поддержана МНТП России ”Физика твердотельных наноструктур”.

1. Особенности оптических спектров полупроводни-
ковых кристаллов в области собственного поглощения
связаны с сингулярностями Ван Хова комбинированной
плотности состояний электронов и дырок. Экситонные
эффекты, обусловленные кулоновским взаимодействием,
приводят к системе уровней в области энергий, мень-
ших энергии минимума плотности состояний. Седло-
вые точки закона дисперсии располагаются в глуби-
не разрешенной зоны энергий, так что в этом слу-
чае связанные состояния электрона и дырки опреде-
ленно попадают в область сплошного спектра и, та-
ким образом, являются квазистационарными состояни-
ями (КСС).

Концепция гиперболического экситона (экситона сед-
ловой точки), выдвинутая Дж. Филлипсом [1–4], предпо-
лагает наличие в оптических спектрах резонанса (или
нескольких резонансов) вблизи энергии седловой точ-
ки. Экспериментальные исследования гиперболических
экситонов в полупроводниковых кристаллах [5–12] по-
казывают, что соответствующие экситонные резонансы
проявляются в виде четко выраженных полос в спектрах
поглощения и отражения. В окрестности седловой точки
главные значения тензора обратных эффективных масс
имеют неодинаковые знаки, так что изоэнергетические
поверхности (в первом приближении) являются гипер-
болоидами. Гиперболическая метрика k-пространства не
позволяет получить точное решение для волновых функ-
ций и энергетического спектра экситона седловой точки,
подобно тому, которое имеет место в случае эксито-
на, связанного с минимумом плотности состояний [13].
B случае предельно сильной анизотропии эффективных
масс можно воспользоваться адиабатическим приближе-
нием, разделив ”быстрое” движение с малой массой и
”медленное” движение с большой массой [14]. Таким
образом можно найти приближенное решение, соответ-
ствующее экситонному резонансу и существующее на
протяжении времени жизни экситонов. Вопрос о време-
ни жизни экситона седловой точки при этом остается
открытым.

2. Корреляционное взаимодействие электрона и дырки
в непроводящем кристалле обычно экранируется свобод-

ными носителями

U(r) = −
e2

ε0r
exp(−kor), (1)

где k−1
0 ≡ r0 — радиус экранирования, ε0 — статиче-

ская диэлектрическая проницаемость кристалла. Поэто-
му определяющий вклад в линейную комбинацию произ-
ведений электронных и дырочных блоховских функций,
образующую волновую функцию экситона, вносит огра-
ниченная область k-пространства k 6 k0, существенно
меньшая зоны Бриллюэна. В этом случае для каче-
ственного исследования КСС, возникающих в результате
взаимодействия электрона и дырки, можно воспользо-
ваться методом [15,16], примененным при рассмотрении
электрон-электронных корреляций в сверхпроводниках.

Ограничимся рассмотрением простейшей двухзонной
модели полупроводника. Если εc(ke) и εv(kh) — закон
дисперсии электронов в зоне проводимости и валентной
зоне, то энергия возбуждения свободной электронно-
дырочной пары (ЭДП) с квазиимпульсом K = ke + kh,
где ke и kh — квазиимпульсы электрона и дырки, может
быть записана в виде

EEHP(K, k) = Eg + εc

(
K
2

+ k

)
− εv

(
K
2
− k

)
. (2)

Здесь Eg — ширина (прямой) запрещенной зоны,
k = (ke− kh)/2 — квазиимпульс относительного движе-
ния ЭДП. Поскольку взаимодействие между электроном
и дыркой имеет характерный радиус действия r0 � a,
где a — межатомное расстояние, то в (2) оказываются
существенными значения k, удовлетворяющие условию
k< k0, и (2) можно приближенно представить как

EEHP(K, k) = Eg + ε(−)(K) +~vα(K)kα +
~

2m
ναβ(K)kαkβ,

(3)
где ε±(K) = εc(K/2) ± εv(K/2), m — параметр размер-
ности массы,

vα(K) =
1
~
∂ε(+)(K)

∂kα
, ναβ(K) =

2m
~2

∂2ε(−)(K)

∂kα∂kβ
; (4)

по повторяющимся тензорным индексам подразумевает-
ся суммирование.

1558



Гиперболические экситоны в полупроводниках 1559

3. Эквивалентный гамильтониан ЭДП в экситонном
представлении Ваннье принимает вид

ĤK = −
~2

2m
ναβ(K)

∂2

∂xα∂xβ
− i~vα(K)

∂

∂xα
+ U(r), (5)

при этом энергия относительного движения ЭДП отсчи-
тывается от значения Eg +ε(−)(K). Огибающая функция
ЭДП с квазиимпульсом K представляется в фактори-
зованном виде

ψK(R, r) = ϕK(r) exp(iKR), (6)

где R — радиус-вектор ЭДП как целого, r — радиус-
вектор относительного движения, ϕK(r) — собственная
функция гамильтониана (5), которую, чтобы устранить
линейный по квазиимпульсу член в эквивалентном га-
мильтониане, представим в виде

ϕK(r) = χK(r) exp(iλαxα),

λα ≡ λα(K) = −
m
~
ν−1
αβ (K)vβ(K). (7)

Уравнение для огибающей функции χK(r) принимает вид

−
~2

2m
ναβ(K)

∂2χK(K)

∂xα∂xβ
+ U(r)χK(K) = εKχK(K), (8)

здесь
εK = E +

m
2

vα(K)ν−1
αβ (K)vβ(K). (9)

Для каждого K матрица тензора ναβ(K) может быть
приведена к главным осям, тогда она принимает вид
ναβ(K) = ν(α)(K)δαβ , a уравнение (8) переписывается
как

−
~2

2m

∑
α

ν(α)(K)
∂2χK(r)
∂2x2

α

+U(r)χK(r) = εKχK(r). (10)

4. Относительное движение ЭДП, описываемое урав-
нением (10) инфинитно, как и должно быть в случае не-
прерывного спектра. Это не исключает возможности воз-
никновения относительно долгоживущего КСС, харак-
теризующегося комплексной энергией Ẽ0

K = E(0)
K − iΓK

и проявляющегося как полюс амплитуды рассеяния при
энергии E = Ẽ0. Фурье-образ рассеянной волны, χ̃K(k),
удовлетворяет интегральному уравнению [16]

~2

2m

(
q2 − k2

)
χ̃K(k) = Ũ(k−q) +

∫
Ũ(k−k′)χ̃K(k′)

d3k′

(2π)3
,

k2 ≡
∑
α

ν(α)(K)k2
α, εK = (~2/2m)

∑
α

ν(α)(K)q2
α ≡ q2.

(11)
Для качественного исследования характера решения

уравнения (11) можно воспользоваться оценкой интегра-
ла по теореме о среднем. Заменим истинный потенциал
(1) сингулярным потенциалом U(r) ⇒ U0r3

0δ(r), где

множитель r3
0 обеспечивает необходимую размерность

параметра U0, который естественно определить как

U0 = −
4πe2

ε0r0
. (12)

Область обрезания Фурье-образа потенциала (1) опреде-
лим условием |k| 6 k0 и обозначим {Q}. Уравнение (11)
легко решается и приводит к

χ̃Kq(K) = −
w

1 + wBK(q2)

1
k2 − q2 − i0 · sgn q2

. (13)

Здесь w = 2mU0r3
0/~, знаковая функция sgn q2 обеспечи-

вает необходимое асимптотическое поведение расходя-
щейся волны,

BK(q2) =

∫
{Q}

1
k2 − q2 − i0 · sgn q2

d3k
(2π)3

≡ BK1(q
2) + iBK2(q

2). (14)

Вещественная и мнимая части (при вещественном аргу-
менте q2) функции (14) записываются в виде

BK1(q
2) =

∫
{Q}

1
k2 − q2

d3k
(2π)3

,

BK2(q
2) = π

∫
{Q}

δ(k2 − q2)
d3k

(2π)3
sgn q2, (15)

где интеграл, определяющий BK1(q2), понимается в смы-
сле главного значения.

5. Знаменатель амплитуды рассеяния, 1 + wBK(q2), не
обращается в нуль ни при каких вещественных q2. Ис-
ключением является случай, когда BK2(q2) обращается в
нуль тождественно. Тогда полюсы амплитуды рассеяния,
определяемые из уравнения

1 + wBk1(q
2) = 0, (16)

соответствуют связанным состояниям. Для ЭДП такая
ситуация возникает в области энергий, расположенной
ниже минимума закона дисперсии ε(−1)(k). Если урав-
нение (16) имеет решение при некотором значении
аргумента q2 = q2

0 и при этом BK2(q2
0) 6= 0, то в окрест-

ности точки q2
0 функцию BK1(q2

0) можно представить как
(штрихом обозначено дифференцирование по q2)

Bk1(q
2) ≈ BK1(q

2
0) + B′K1(q

2
0)
(
q2 − q2

0

)
, (17)

после чего амплитуда рассеяния записывается в виде

fK(q2) = −
wK

1+wKBK(q2)

≈ −
~2

2m
1

B′K1(q
2
0)

1

E−E(0)
K + iΓK

2

. (18)
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Рис. 1. График безразмерной функции F(ξ) (BK1(q
2)=k0F(ξ), где безразмерный аргумент ξ = q2/k2

0) для случая седловой точки S2

при ν = 0.1, 0.5, 0.8. Слева вверху показан характер особенности F(ξ) в окрестности точки ξ = 0.

Здесь E(0)
K = ~2q2

0/2m — энергия КСС, E = ~2q2/2m,
a затухание КСС имеет вид

ΓK =
~2

m
BK2(q2

0)

B′K1(q
2
0)
. (19)

6. Далее, рассматривая закон дисперсии в окрестности
седловой точки, будем предполагать его цилиндрически
симметричным. Именно в окрестности точки S1 поло-
жим q2 = νq2

t − q2
3, a в окрестности точки S2 пусть

q2 = −νq2
t + q2

3; здесь q2
t = q2

1 + q2
2, ν — безразмерный

параметр, характеризующий степень анизотропии закона
дисперсии. Для простоты в качестве области интегриро-
вания {Q} выберем цилиндр kt 6 k0, |k3| 6 k0. Эта
область, как и шар k2 6 k2

0, имеет единстенный характер-
ный масштаб k0 в импульсном пространстве, при этом
интегралы (15) слабо зависят от формы области {Q}.
Наличие цилиндрической симметрии позволяет выразить
BK1(q2) в виде комбинации элементарных функций. Не
выписывая в явном виде это достаточно громоздкое
выражение, приведем графики функции BK1(q2) при
некоторых значениях параметра ν в случае седловой
точки S2 (рис. 1).

Асимптотическое при |q2| → ∞ поведение функции
(15) имеет вид BK1(q2) ∼ −Q3/(2π)3q2, где Q3 — объем
области {Q}. Как видно из рис. 1, функция BK1(q2)

ограничена как сверху, так и снизу. Кроме того, при сде-
ланном выше определении закона дисперсии она обла-
дает своеобразной симметрией: B(S2)

K1 (q2) = −B(S1)
K1 (−q2);

здесь индекс сверху указывает, к какой именно седловой
точке относится функция BK1(q2). С учетом этого
обстоятельства рис. 1 позволяет проанализировать усло-
вия возникновения КСС в окрестностях седловых точек
обоих типов.

Притяжению между электроном и дыркой соответ-
ствует w < 0, поэтому, как видно из рис. 1, решение
уравнения (16) может иметь место не при любых |w|,
a лишь начиная с некоторого минимального значе-
ния |wm|. B случае точки S2, рассмотрением которой
сначала мы и ограничимся, имеем

1
(wm)

= BK1
(
−νk2

0

)
=

k0

4π2ν

{
2
√
ν arctg

1
ν

+ ln(1+ν)

}
. (20)

Так, при ν � 1, когда состояния ЭДП можно рассматри-
вать как квазиодномерные (1D), ограничение на величи-
ну |wm| фактически снимается: |wm| ∼

√
ν . Квазидвумер-

ный (2D) случай, соответствующий, например, кристал-
лу со слоистой структурой, можно рассмотреть анало-
гично, положив ν � 1 при условии, что ν/m = const.
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Рис. 2. График безразмерной функции γ = ΓK/Γ
(0)
K в за-

висимости от безразмерного аргумента ξ = q2/k2
0 для случаев

седловых точек S1 и S2.

И в этом случае ограничение на |wm| оказывается суще-
ственно более слабым по сравнению с трехмерным (3D)
случаем: |wm| ∼ 1/ ln ν .

Из определения (15), следует, что BK2(q2) > 0 при
q2 > 0 и BK2(q2) < 0 при q2 < 0. Поэтому реше-
ние уравнения (16), соответствующее КСС, в случае
седловой точки S2 имеет место при −ν < q2 < Cν ,
где Cν — корень уравнения BK1(q2) = 0. Именно
в интервале −ν < q2 < Cν затухание КСС (19)
положительно, поскольку B′K1(q

2) < 0. Кроме того, в
широком диапазоне изменения параметра ν оно также
и мало: ΓK/EK(0) = 2BK2(q2

0)/q2
0B′K1(q

2
0) � 1. График

функции γ = ΓK/E(0)
K в зависимости от ξ = q2/k2

0
представлен на рис. 2.

Экситонные состояния, связанные с особенностью
электронно-дырочного спектра вблизи седловой точ-
ки S1, могут быть рассмотрены аналогичным обра-
зом. Решения в виде КСС имеют место в интервале
C′ν < q2 < 0, где C′ν — корень уравнения B′K1(q

2) = 0.
При этом, как видно из рис. 1, величина |w|, при которой
возможно возникновение КСС, ограничена в отличие
от S2-экситона как снизу, так и сверху. Поведение затуха-
ния S1-экситона в зависимости от ξ = q2/k2

0 cущественно
отличаются от случая S2-экситона (рис. 2).

7. Условие возникновения КСС в зависимости от ве-
личины параметра k0 непосредственно вытекает из (20).
Действительно, функция BK1(q2) может быть представ-
лена в виде BK1(q2) = k0F(ξ), где F(ξ) — безраз-
мерная функция безразмерного аргумента ξ = q2/k2

0.
Параметр w можно записать как w = −8π/k2

0a∗, где
a∗ = ε0~2/me2 — эффективный боровский радиус. Для
возникновения КСС необходимо, чтобы в соответствии с
(20) было выполнено условие F(−ν) > k0a∗/8π. B 1D
предельном случае (ν � 1) это условие принимает
вид k0a∗ 6 2/

√
ν , тогда как в 2D случае (ν � 1 и

ν/m = const) имеем k0a∗ 6 2 ln ν . B отсутствие ярко

выраженной анизотропии (3D случай, ν ≈ 1) подобное
условие приближенно можно записать как k0a∗ 6 1. Та-
ким образом, наличие анизотропии электронного закона
дисперсии, соответствующей эффективному понижению
размерности электронной системы, может существенно
расширить диапазон значений k0, при которых может
быть обеспечено возникновение КСС.

Как следует из рис. 1, наряду с решением уравнения
(16), соответствующим КСС, имеется еще одно реше-
ние с отрицательным затуханием. Подобное решение
как и в случае электронов и фононов в кристалле с
точечным дефектом, может быть истолковано [17] как
состояние, отвечающее резонансному рассеянию при
относительном движении ЭДП. Отметим, что в случае
седловой точки S1 и достаточно большой величины |w|
уравнение (16) допускает резонансное решение и при
q2 > 0.
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