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Получены аналитические выражения для потенциалов ионизации нейтральных атомов и ионов в экрани-
рованном кулоновском потенциале неидеальной плазмы. Среди всех рассмотренных химических элементов
наибольшее относительное снижение потенциалов ионизации по сравнению со случаем неэкранированного
взаимодействия обнаруживает цезий.

Введение

Многие характеристики плазмы, в частности, урав-
нение состояния и кинетические коэффициенты, суще-
ственно зависят от электронной концентрации [1–11].
В не слишком плотной плазме ионизация обусловлена
термическим возбуждением электронов в состояния не-
прервыного спектра и при достаточно высокой темпера-
туре в плазме присутствуют ионы различной кратности.
Такая многоступенчатая ионизация в идеальной плазме
описывается уравнениями Саха [12], согласно которым
основными параметрами, определяющими ионизацион-
ное равновесие при заданных температуре и плотности
плазмы, являются потенциалы ионизации атомов и ио-
нов. В идеальной плазме это ионизационные потенциалы
изолированных нейтральных атомов и ионов различной
кратности. С возрастанием плотности плазмы и откло-
нением ее от идеальности возникает перенормировка
потенциалов ионизации вследствие эффектов взаимодей-
ствия частиц плазмы. Для слабонеидеальной плазмы эф-
фекты кулоновского взаимодействия могут быть учтены
в рамках дебаевского приближения. Поправка к свобод-
ной энергии единицы объема за счет взаимодействия
в непрерывном спектре может быть выражена как [12]
(здесь и далее используются атомные единицы)
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Здесь ni — концентрация частиц плазмы с зарядом Zi ;
T — температурa; λ — дебаевская длина экранирования,
приводящего к эффективному взаимодействию частиц с
зарядами Z1 и Z2 на расстоянии r

UD(r) =
Z1Z2

r
e−r/λ. (2)

Экранировка кулоновского взаимодействия для связан-
ных состояний электронов в атомах и ионах приводит к
снижению потенциалов их ионизации.

Снижение потенциалов ионизации
вследствие экранировки

Уравнение Шредингера для валентного электрона с
потенциалом (2) не имеет аналитического решения в
известных функциях (приближенные способы решения
вариационным методом и по теории возмущений см.
в [4]). Удобные для практических расчетов аналитиче-
ские формулы можно получить, используя вместо (2)
близкий к нему потенциал Хюльтена [13,14],

UH(r) = −
Z∗/λ

er/λ − 1
. (3)

Подобно дебаевскому потенциалу потенциал (3) при
r � λ переходит кулоновский потенциал Uc(r) = −Z∗/r
и экспоненциально спадает при больших r . Z∗ есть
эффективный заряд атомного остатка для валентного
электрона с главным и орбитальным квантовыми чис-
лами n и l . Мы определим Z∗ из экспериментально
измеренного потенциала ионизации I 0

n,l этого валентного
электрона в изолированном атоме или ионе

I0
n,l =

Z∗2

2n2
. (4)

Это дает зависящий от n и l эффективный заряд

Z∗ = n
√

2I0
n,l . (5)

Определим уровни энергии связанных состояний
электрона в центрально-симметричном потенциале (3).
Представив обычным образом волновую функцию элек-
трона в виде произведения радиальной R(r) и угловой
Ylm(θ, ϕ) функций, получаем, переходя к переменной
x = r/λ, радиальное уравнение Шредингера для функ-
ции χ(x) = R(x)/x
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В этом уравнении особый случай составляют со-
стояния с l = 0. Для них центробежный член
Ul(x) = l(l+1)/(2λ2x2) вообще отсутствует, и уравнение
(6) может быть решено переходом к новому аргументу
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u = e−x [13]. Уровни энергии дискретного спектра при
l = 0 определяются главным квантовым числом n и
могут быть записаны в виде

En = −
Z∗2

2n2

(
1−

n2

2Z∗λ

)2

. (7)

Выражая Z∗ из (5), получаем
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Чтобы получить аналитическое выражение для уров-
ней энергии связанных состояний с l 6= 0, заменим
центробежный член Ul(x) на выражение

Ũl(x) =
l(l + 1)

2λ2

1
(ex − 1)2

. (9)

Функция Ũl(x) очень хорошо аппроксимирует функ-
цию Ul(x). Действительно, при x � 1 (r � λ) обе
функции совпадают, а в области локализации связанного
электрона r ∼ 1 (x ∼ 1/λ). Поэтому при больших λ в
плазме Ũl(x) является хорошим приближением к Ul(x).
С центробежным членом (9) вместо Ul(x) радиальное
уравнение для χ(x) приводится к следующему виду:
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и может быть решено точно при любом l . Перейдем
в уравнении (10) к переменной u = e−x и введем
обозначения

α = λ
√
−2Ẽ, β2 = 2Z∗λ. (11), (12)

Учитывая асимптотическое поведение χ(x)

χ(x) ∼ xl+1 ∼ (1− u)l+1 при x→ 0,

χ(x) ∼ e−αx ∼ uα при x→∞,

ищем решение уравнения (10) в виде

χ(u) = uα(1− u)l+1w(u). (13)

При этом для функции w(u) получаем гипергеометри-
ческое уравнение

u(1− u)w′′ + (2α + 1− (2α + 2l + 3)u)w′

− ((2α + 1)(l + 1)− β2)w = 0. (14)

Его конечное при u→ 1 решение имеет вид

w(u) = F(α + 1 + l + γ, −nr , 2l + 1, u). (15)

Здесь γ =
(
α2 + β2 + l (l + 1)

)1/2
; nr = − (α + 1

+ l + γ) — радиальное квантовое число, принимающее

целые неотрицательные значения; F(ξ, η, ζ , u) — гипер-
геометрическая функция

F(ξ, η, ζ , u) =
∞∑

m=0

(ξ)m(η)m

(ζ)m

um
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. (16)

Символ (ξ)m означает

(ξ)m = ξ(ξ + 1) . . . (ξ + m− 1) при m> 0,

(ξ)m = 1 при m = 0. (17)

При nr = 0, 1, 2, . . . гипергеометрический ряд (15)
вырождается в полином степени nr . Вводя, как и в слу-
чае кулоновского потенциала главное квантовое число
n = nr + l + 1, принимающее натуральные значения,
получаем дискретный спектр для любых орбитальных
квантовых чисел l

Ẽn,l = −
Z∗2

2n2

(
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(18)

(n = 1, 2, 3, . . . , 0 6 l 6 n− 1).
Выражая эффективный заряд Z∗ через потенциал ио-

низации I0
n,l изолированного атома или иона, получаем

ионизационный потенциал для электрона с квантовыми
числами n, l с учетом экранировки

Ĩn,l = −Ẽn,l = I0
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В качестве частиц плазмы могут рассматриваться
отрицательные ионы химических элементов. Потеря та-
кими ионами электронов также может быть изучена в
рамках вышеизложенной модели. В этом случае энергией
ионизации I0

n,l является энергия сродства ε0 изолирован-
ных атомов этих химических элементов к электрону. Как
правило, ε0 � 1 (например, для водорода ε0 = 0.028),
поэтому, как следует из выражения (19), относительное
снижение энергии сродства к электрону в результате
экранировки оказывается еще более значительным, чем
снижение потенциалов ионизации. Точно так же крити-
ческое значение длины экранирования λc, при котором
перенормированная энергия сродства к электрону обра-
щается в нуль,

λc =
n2 − l(l + 1)

2n
√

2ε0
(20)

оказывается существенно больше критической длины
экранирования для обращения в нуль перенормирован-
ного первого потенциала ионизации (моттовской длины
экранирования). Это приводит к тому, что с ростом тем-
пературы концентрация отрицательных ионов в плазме
убывает значительно быстрее по сравнению с ситуацией,
когда экранирование кулоновского взаимодействия не
принимается во внимание.

Написанные выше выражения для потенциалов иони-
зации и энергии сродства к электрону получены с исполь-
зованием центробежного члена в форме (9). Отличие
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Ul(x) от Ũl(x) можно учесть по теории возмущений. В
первом порядке по возмущению

δUl (x) = Ul(x)− Ũl(x) (21)

поправка к энергии электрона с квантовыми числами n,
l равна

δEn,l =
l(l + 1)

2λ2

∞∫
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χ2
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1
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)
dx
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Подставляя в выражение (22) радиальную функцию
χn,l из (13), запишем w2(u) в виде

w2(u) =

2nr∑
j=0

bju
j . (23)

Здесь
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Коэффициенты am при этом равны

am =
(2γ − nr)m (−nr)m

(2α + 1)m m!
. (25)

Вычисляя возникающие в выражении (22) интегралы,
получаем
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Коэффициенты cm выражаются через коэффициенты
bm по следующим формулам: при l 6 nr − 1
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при l > nr−1
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Аналогичным образом коэффициенты dm выражаются
через коэффициенты bm: при l 6 nr
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В выражениях (27)–(30) использовано обозначение(
i
j

)
=

i !
j ! (i − j) !

. (31)

Особенно просто выражение для δEn,l выглядит в
случае l = n− 1 (nr = 0), соответствующем круговым
кулоновским орбиталям. Для электронов с такими кван-
товыми числами

δEn,l = δEn,n−1 =
l(l + 1)

2λ2

×

2n∑
m=0

(−1)m

(
2n
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)
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)
2n∑

m=0

(−1)m

2α+m

(
2n
m

) .

(32)
При больших λ выражение для δEn,l при всех l

выглядит просто как

δEn,l =
αl
2λ2

(33)

и потенциал ионизации с учетом экранировки при боль-
ших λ может быть записан в виде

In,l = I0
n,l

(
1−

n2 − l(l − 1)

2nλ

√
1

2I0
n,l

)2

×

(
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l
λ

√
1

2I0
n,l

)
. (34)

Результаты

Полученные выше аналитические выражения для ио-
низационных потенциалов были применены нами для
расчета трех первых потенциалов ионизации атомов
щелочных металлов (Li, K, Na, Rb и Cs) и инертных
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Рис. 1. Относительное снижение первого потенциала иониза-
ции лития, натрия, калия, рубидия и цезия в зависимости от
длины экранирования взаимодействия.

Рис. 2. То же, что на рис. 1, для второго потенциала ионизации.

газов (He, Ne, Ar, Kr и Xe). Относительное снижение
первого потенциала ионизации щелочных металлов по
сравнению со случаем неэкранированного взаимодей-

ствия в изолированных атомах в зависимости от длины
экранирования показано на рис. 1, а второго и третьего
потенциалов — соответственно на рис. 2 и 3. Для
первого ионизационного потенциала относительное сни-
жение оказывается особенно значительным у цезия. Это
обусловлено его наибольшим по сравнению с други-
ми щелочными металлами главным квантовым числом
валентного электрона (n = 6) при общем для них
орбитальном квантовом числе l = 0 и наименьшим
первым потенциалом ионизации изолированного атома
(I0

6.0 = 3.893 V). Относительное снижение потенциала
ионизации цезия оказывается наибольшим вообще среди
всех рассмотренных химических элементов.

Рис. 3. То же, что на рис. 1, для третьего ионизационного
потенциала.

Рис. 4. Относительное снижение первого потенциала иониза-
ции гелия, неона, аргона, криптона и ксенона при изменении
длины экранирования в плазме.
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Относительное снижение двух ионизационных потен-
циалов гелия и трех первых потенциалов ионизации
атомов других инертных газов (Ne, Ar, Kr и Xe) при
изменении длины экранирования приведено на рис. 4–6.
Среди химических элементов этой группы наибольшее
относительное изменение ионизационных потенциалов

Рис. 5. То же, что на рис. 4, для второго ионизационного
потенциала.

Рис. 6. То же, что на рис. 4, для третьего потенциала
ионизации.

Рис. 7. Относительное снижение энергии сродства к элек-
трону атомов водорода, гелия и цезия как функция длины
экранировки взаимодействий в плазме.

происходит с Xe. Для всех рассмотренных атомов это
изменение уменьшается с ростом кратности иона: наи-
более значительным является снижение первого потен-
циала ионизации. Потенциалы ионизации изолированных
атомов всех элементов взяты из [15].

На рис. 7 представлены результаты расчета относи-
тельного изменения энергии сродства к электрону вслед-
ствие экранирования взаимодействия для ряда элементов
(H, He и Cs). Относительное снижение энергии срод-
ства оказывается существенно бо́льшим, чем снижение
первого ионизационного потенциала этих элементов.

Работа выполнена при финансовой поддержке Рос-
сийским фондом фундаментальных исследований, грант
№ 95-02-04535a и № INTAS-94-1105.
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