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Предложена теория записи голограмм в тонких фоторефрактивных кристаллах и самодифракции двух
записывающих лазерных лучей, один из которых периодически модулируется по фазе. В линейном прибли-
жении по амплитуде фазовой модуляции приведены выражения для переменной составляющей интенсивности
различных дифракционных порядков. Осцилляции интенсивности носят ярко выраженный резонансный
характер. Это связано с возбуждением волн фоторефракции, а связь между положением по частоте
резонанстных пиков с периодом решетки описывается законом дисперсии этих колебаний. Полученные
результаты хорошо согласуются с имеющимися экспериментальными данными.

В фоторефрактивных кристаллах запись голограмм
происходит путем фотовозбуждения электронов, после-
дующего формирования в кристалле объемного заряда
и как следствие пространственной модуляции показа-
теля преломления возникающим неоднородным элек-
трическим полем через электрооптический эффект. За-
пись может происходить как в стационарном (статиче-
ском) режиме, так и в нестационарных условиях, когда
какой-либо из параметров (приложенное электрическое
поле, амплитуда и фаза падающих лучей и т. п.) изменяет-
ся во времени [1]. Довольно подробно изучены эффекты,
связанные с записью в знакопеременном электрическом
поле [2,3] или при пилообразном изменении фазы одного
из записывающих лучей [4–7]. В последнем случае было
обнаружено резонансное возбуждение бегущих гологра-
фических решеток (т. е. решеток показателя преломле-
ния), когда скорость перемещения интерференционной
картины совпадала с некоторой характерной скоростью
движения голограммы [5]. При анализе нестационарных
механизмов записи уместно пользоваться понятием фо-
торефрактивных волн (волн показателя преломления),
возбужденных падающим на кристалл светом. В про-
стейшем случае динамика этих волн совпадает с дина-
микой волн перезарядки ловушек [8,9], хотя в условиях,
когда существенно влияние самодифракции света на
формирование интерференционной картины по глубине
кристалла [10], динамика системы может быть иной. В
таких ситуациях волны фоторефракции не сводятся к
волнам перезарядки ловушек.

В настоящей работе рассматриваются запись голо-
грамм и самодифракция света в том случае, когда один из
лучей периодически модулирован по фазе. Этот режим
представляет большой практический интерес, так как
позволяет регистрировать фазомодулированные оптиче-
ские лучи с практически произвольными волновыми
фронтами [11]. Наибольшее внимание в настоящей
работе уделено области низких пространственных ча-
стот, где можно пренебречь диффузией носителей за-
ряда, и основным механизмом голографической запи-
си является дрейф электронов в приложенном элек-
трическом поле. Анализ показал, что в этом случае
возможно резонансное возбуждение фоторефрактивных

волн, если частота фазовой модуляции и период ин-
терференционной картины удовлетворяют соответству-
ющему дисперсионному соотношению. Это явление мы
называем фоторефрактивным резонансом. Исследование
проведено как для линейного, так и для нелинейного
режимов записи. Термин ”линейный режим записи” мы
используем, если синусоидальная форма интерференци-
онной картины приводит к строго синусоидальной форме
пространственного изменения показателя преломления.
Случай когда синусоидальная интерференционная кар-
тина приводит к несинусоидальному (хотя и периодиче-
скому) закону пространственного изменения показателя
преломления, будем называть ”нелинейным” режимом
записи голограмм. Нелинейный режим весьма актуален
при низких пространственных частотах, так как в этом
случае кристаллы даже достаточно большой толщины
могут рассматриваться как тонкие голограммы, и на
дифракцию не накладываются брэгговские ограничения.
Поэтому возможно наблюдение дифракции от решеток,
представляющих собой высшие пространственные гар-
моники основной голограммы. Полученные теоретиче-
ские результаты находятся в весьма хорошем согласии с
имеющимися экспериментальными данными.

1. Основные уравнения

Если на кристалл падают два когерентных луча,
один из которых периодически промодулирован по фазе
(рис. 1), то интерференционная картина осциллирует
около равновесного положения, и скорость генерации
фотоэлектронов g(x, t) в зону проводимости имеет вид

g(x, t) = WI(x, t) = g0

{
1 + mcos(kx+ Θ cos Ωt)

}
. (1)

Здесь интенсивность падающего света I(x, t) = I0{1 + m
× cos(kx + Θ cos Ωt)}, I0 — полная интенсивность,
Θ и Ω — амплитуда и частота фазовой модуляции,
k = 2π/Λ — волновой вектор интерференционной
картины (Λ — период интерференционной картины),
W = βα/P0, β — квантовый выход для фотопроводимо-
сти, α — коэффициент поглощения света, P0 — энергия
фотона записывающего света, g0 = WI0.
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Рис. 1. Схема, иллюстрирующая направления распростране-
ния записывающих лучей и дифракционных порядков. Ком-
плексные амплитуды лучей в плоскости кристалла имеют вид
AS = AS0 exp(ikSx), AR = AR0 exp(ikRx+ iΘ cos Ωt). a — тонкий
фоторефрактивный кристалл.

Индуцированное внутренее электрическое поле E(x, t)
определяется из системы нелинейных дифференциаль-
ных уравнений [12]. Первым из них является уравнение
непрерывности

∂ρ(x, t)
∂t

= −
∂ j(x, t)
∂x

, (2)

где ρ — плотность заряда, j — плотность тока,

j(x, t) = eµn(x, t)
[
E0 + E(x, t)

]
+ eD

∂n(x, t)
∂x

. (3)

Здесь n(x, t) — концентрация фотоэлектронов, µ
и D — их подвижность и коэффициент диффузии
(µ = eD/(kBT)). Величина E0 представляет собой
приложенное внешнее электрическое поле, а E(x, t) —
индуцированное внутреннее электрическое поле.

Плотность заряда и поле связаны между собой урав-
нением Пуассона

∂E(x, t)
∂x

=
4π
ε
ρ(x, t). (4)

Здесь ε — статическая диэлектрическая проницаемость.
Далее будет удобно из уравнений (2) и (4) исключить
плотность заряда. После интегрирования по координате
получаем уравнение для тока

ε

4π
∂E(x, t)
∂t

+ j(x, t) = j0(t). (5)

Здесь j0(t) есть полный ток во внешней цепи, определя-
емый далее.

Эти уравнения следует дополнить соотношением ба-
ланса для плотности связанных зарядов N(x, t) (ионизо-
ванных светом доноров). При этом нужно задать модель

рекомбинации. В настоящей работе мы используем про-
стейшую модель

∂N(x, t)
∂t

= g(x, t)−
n(x, t)
τ

, (6)

где τ предствляет собой время жизни фотоэлектронов.
Следует заметить, что такая модель рекомбинации накла-
дывает серьезные ограничения на получаемые конечные
результаты. С одной стороны, она предполагает наличие
высокой концентрации свободных мест на центрах за-
хвата NA, так что рекомбинация имеет простой вид n/τ .
С другой стороны, эта модель не учитывает истощения
донорных центров. Более полная модель рекомбинации
изложена в [12]. Используемая нами модель приме-
нима в ситуации, когда внешнее приложенное поле E0

(и диффузионное поле ED, см. далее) много меньше
максимально возможной амплитуды внутреннего поля
Eq = eNA/εk, где NA — концентрация пустых мест
на центрах захвата (т. е. концентрация компенсирующих
ловушек) [1,12].

В используемой модели концентрация связанных за-
рядов N легко может быть исключена из задачи посред-
ством подстановки (6) в уравнение непрерывности (2),
которое принимает вид

∂n(x, t)
∂t

= g(x, t)−
n(x, t)
τ

+
1
e
∂ j(x, t)
∂x

. (7)

Таким образом, задача определения внутреннего поля
сводится к необходимости разрешения системы двух
уравнений (5) и (7) для величин E(x, t) и концентрации
свободных электронов n(x, t). Уравнение же Пуассона
(4) определяет только концентрацию связанных зарядов
и поэтому далее нас не интересует.

Ток во внешней цепи j0(t) определяется в конце
расчета из условия

L∫
0

E(x, t)dx = 0, (8)

где L — длина образца.
Система уравнений (5), (7) по-прежнему слишком

сложна для аналитического исследования и требует тех
или иных упрощающих предположений. Первым из них
является использование квазистатического приближения
для уравнения баланса плотности фотоэлектронов, ко-
гда в (7) опускается вклад ∂n/∂t . Квазистатическое
приближение справедливо, если Ωmτ � 1, где Ωm —
максимальная характерная частота задачи, и применимо
во всех практически интересных случаях (см. [1]).

Второе приближение, используемое в настоящей рабо-
те, связано с малостью амплитуды колебаний решетки Θ
(см. (1)). Мы будем искать решение системы уравнений
(5), (7) с точностью до линейных поправок по Θ. Тем
самым мы рассматриваем вклад в осцилляцию решеток
только на основной частоте Ω, не учитывая эффекты на
кратных частотах и другие сопутствующие явления. В
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этом приближении, в частности, соотношение (1) имеет
вид

g(x, t) ∼= g0
{

1 + mcos kx−mΘ sin kxcos Ωt
}

≡ g(0)(x) + δg(x, t),

δg(x, t) = −g0mΘ sin kxcos Ωt

= −
1
2

g0mΘ
[
sin(kx+ Ωt) + sin(kx−Ωt)

]
. (9)

В установившемся режиме при использовании линей-
ного приближения по Θ решение системы уравнений
(5), (7) можно представить в виде суммы постоянного
во времени вклада и малой осциллирующей добавки

E(x, t) = E(0)(x) + Re δE(x) exp(iΩt),

n(x, t) = n(0)(x) + Re δn(x) exp(iΩt),

j(x, t) = j(0)(x) + Re δ j(x) exp(iΩt),

j0(t) = j(0)
0 + Re δ j0 exp(iΩt). (10)

Система нелинейных уравнений для постоянных со-
ставляющих легко разрешается в силу того, что
j(0)(x) = J(0)

0 , и не зависит от координаты. Тогда
n(0)(x) = τg(0)(x) и

j(0)
0 = eµn(0)(x)

[
E0 + E(0)(x)

]
+ eD

dn(0)(x)

dx
. (11)

Величина тока j(0)
0 определяется из (11) с помощью

условия (8), которое при использовании циклических
граничных условий принимает вид

2π/k∫
0

E(0)(x)dx = 0. (12)

Тогда из (11) и (12) после несложных преобразований
имеем

j(0)
0 = eµτg0

√
1−m2E0, (13)

E(0)(x) + E0 = E0

√
1−m2

1 + mcos kx
+ ED

msin kx
1 + mcos kx

, (14)

где ED = Dk/µ = kkBT/e — диффузионное поле.
Теперь можно приступить к решению основной зада-

чи — определению осциллирующих поправок к внутрен-
нему электрическому полю δE(x) (см. (10)), уравнения
для которых принимают сравнительно простой вид обык-
новенных линейных дифференциальных уравнений.

2. Осциллирующая часть внутреннего
электрического поля

Уравнения для линейных по Θ поправок δn и δE (10)
получаем из (3), (5), (7)

δn
τ

+ iΩ
ε

4πe
dδE
dx

= −g0mΘ sin kx,

δ j0 − iΩ
ε

4π
δE = eµn(0)δE + eµδn(E0 + E(0))

+ eD
dδn
dx

. (15)

Исключая отсюда δn и переходя к безразмерной ко-
ординате z = kx, получаем уравнение для искомой
величины δE

(1 + mcos z+ iω)δE

− iωkL0

(
1 +

E(0)

E0

)
δE′ − iω(kLD)2δE′′

=
4π
ε
τMδ j0 + mΘ(E0 + E(0)) sin z+ mEDΘ cos z. (16)

Здесь штрих означает дифференцирование по z; введены
диффузионная LD =

√
Dτ и дрейфовая L0 = µEoτ

длины, а также безразмерная частота ω = ΩτM , причем
τ−1

M = 4πeµn0/ε = 4πeµg0τ/ε имеет смысл максвел-
ловского времени релаксации при однородной скорости
генерации g0.

Дифференциальное уравнение второго порядка (16)
(типа уравнения Хилла) должно решаться при условии
периодичности δE(z) = δE(z + 2π), а ток δ j0, со-
гласно (12), определяется условием обращения в нуль
нулевой Фурье-компоненты поля δE(z).

При получении аналитического решения уравнения
(16) ограничимся предельным случаем слабого влияния
диффузионных процессов, положив LD = 0, ED = 0.
Это приближение применимо при достаточно малой
величине пространственного волнового вектора k. В
результате с учетом (14) получаем уравнение первого
порядка

(1 + mcos z)(1 + mcos z+ iω)δE − iωdδE′

= mΘE0

√
1−m2

[
sin z+ A(1 + mcos z)

]
. (17)

Здесь d = kL0

√
1−m2, а константа A = 4πτM

× δ j0/εE0m
√

1−m2 пропорциональна току δ j0 и тоже
может быть определена из условия равенства нулю
нулевой Фурье-компоненты внутреннего поля.

Общее решение (17) имеет вид

δE(z) = exp
[
λz+ χ(z)

]
×

{
C +

z∫
0

dz′ϕ(z′) exp
[
−λz′ − χ(z′)

]}
, (18)
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где
λ = (1 + iω + m2/2)(iωd)−1,

χ(z) = (iωd)−1msin z(2 + iω + mcos z),

ϕ(z) = −
m
√

1−m2ΘE0

iωd

[
sin z+ A(1 + mcos z)

]
. (19)

Постоянная интегрирования C в (18) определяется из
условия периодичности решения (12)

C = −(1− e−2πλ)−1

2π∫
0

dzϕ(z) exp
[
−λz− χ(z)

]
. (20)

При исследовании дифракции нас интересуют Фурье-
компоненты поля

δEp =
1

2π

2π∫
0

dzδE(z) exp(−ipz). (21)

Для их определения разложим в ряд Фурье функцию

expχ(z) =
∞∑

p=−∞

rp exp(ipz),

rp =
1

2π

2π∫
0

dz

× exp
{
−ipz+

m
iωd

sin z(2 + iω + mcos z)
}
. (22)

Разлагая (18) в ряд Фурье и используя определение
константы C (20) и разложение (22), после некоторых
алгебраических преобразований получаем

δEp =
m
√

1−m2ΘE0

2i

∞∑
p′=−∞

rp′+p

1 + iω − p′ωd + m2/2

×
[
rp′+1 −rp′−1+A(2rp′+mrp′+1+mrp′−1)

]
. (23)

При этом мы воспользовались соотношением
χ(z) = −χ(−z).

Теперь можно явно определить константу A из условия
(12) δE0 = 0

A =−
∞∑

p=−∞

rp(rp+1 − rp−1)

(1 + iω − pωd + m2/2)

×

{
∞∑

p=−∞

rp(2rp + mrp+1 + mrp−1)

1 + iω − pωd + m2/2

}−1

. (24)

Дальнейшее исследование Фурье-компонент поля в об-
щем виде требует численных расчетов. Простой анали-
тический результат можно получить в пределе малого

контраста освещения, когда m� 1. В этом случае

rp = δp,0 −m
2 + iω
2ωd

(δp,1 − δp,−1) +
m2

4ωd

×

{[
(2 + iω)2

2ωd
− 1

]
δp,2 +

[
(2 + iω)2

2ωd
+ 1

]
δp,−2

}
+ . . . .

Отсюда первые из набора Фурье-компонент поля имеют
вид

δE1 = −
1
2

miΘE0
1

1 + iω + ωd
, (25)

δE2 =
1
4

m2iΘE0
2 + iω

(1 + iω + ωd)(1 + iω + 2ωd)
. (26)

Фурье-компоненты с отрицательными p можно найти
из соотношения δEp(ω) = δE∗−p(−ω). При малом
контрасте Фурье-компоненты поля быстро убывают, так
как в этом случае δEp ∝ m|p|.

Другим важным предельным случаем является область
высоких частот. При ω → ∞ можно произвести сумми-
рование ряда в (23). Здесь мы приведем прямо конечный
результат такого суммирования, опустив детали расчета,

δEp =
πm
√

1−m2ΘE0

2i p−1ωd sh(π/d)
Ip+i/d

×
(m

d

)[
I1−i/d

(m
d

)
+ I−1−i/d

(m
d

)]
, (27)

где Iν(x) — модифицированная функция Бесселя с ком-
плексным индексом. Таким образом, в области высоких
частот все Фурье-компоненты поля при любой моду-
ляции освещения убывают по закону 1/ω. Из этого
выражения нетрудно получить выражение для δEp в
условиях сильной контрастности, когда m→ 1, т. е. d→ 0
в области высоких частот, справедливое для любых p,

δEp = (−1)pΘE0ω
−1 thα exp(−|p|α), (27a)

где coshα = m−1. Заметим, что это выражение справед-
ливо для d � 1, т. е. не только при сильной контраст-
ности, но и при достаточно слабом поле E0 в условиях
произвольных значений m. В частности, оно согласуется
с (25), (26) при m � 1, когда α = ln(2/m) � 1.
Важным свойством поля δEp при большой контрастности
является слабое убывание его амплитуды с ростом p.
С другой стороны, Фурье-компоненты в этом пределе
действительны и антисимметричны при замене ω → −ω.
Это приводит к тому, что в отсутствие диффузии осцил-
ляции отсутствуют; при сильной контрастности меняется
высокочастотная асимптотика дифракционных пиков (см.
далее).

Что касается предела ω → 0, то его легче всего
получить из (16) прямой подстановкой ω = 0. Точный
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результат, справедливый и при наличии диффузии, имеет
вид

δEp

∣∣∣
ω=0

= ipΘE(0)
p , (28)

где E(0)
p — Фурье-компонента стационарного поля (14),

E(0)
p =

(
−m

1 +
√

1−m2

)p

(E0 + iED). (29)

В (29) p > 0. При p < 0 следует воспользоваться
соотношением E(0)

p = E(0)∗
−p и E(0)

0 = 0. Интересно
отметить, что соотношение (28) справедливо не только
для рассматриваемой здесь модели, когда стационарные
Фурье-компоненты определяются соотношением (29), но
и в самом общем случае. Действительно, при Ω = 0,
согласно (1), мы имеем связь точного стационарного
решения E(z) при произвольной величине Θ с решением
при Θ = 0: E(z) = E(0)(z + Θ). Для Фурье-компонент
это означает, что Ep = E(0)

p exp(ipΘ). Отсюда в линей-
ном приближении по Θ следует соотношение (28).

Теперь можно приступить к исследованию характерис-
тик дифрагированного света.

3. Дифрация на осциллирующей
решетке

Рассмотрим дифракцию света на тонкой голограм-
ме, которая записывается двумя лучами AS и AR,
AS = AS0 exp(ikSx), AR = AR0 exp(ikRx + iΘ cos Ωt).
Голограмма считается тонкой, если ее толщина h удо-
влетворяет условию h � Λ2n0/λ, где n0 — показа-
тель преломления света. Для тонкой голограммы можно
ввести коэффициент пропускания T(x, t) = exp[iϕ(x, t)],
который связывает между собой амплитуду света Aout не-
посредственно за голограммой с амплитудой падающего
света Ain, т. е. Aout(x, t) = T(x, t)Ain(x, t). В нашем случае
ϕ(x, t) = QE(x, t) есть приращение фазы луча, проходя-
щего через голограмму, за счет модуляции показателя
преломления. При этом Q — параметр, зависящий от
электрооптических свойств кристалла. Для кристаллов с
точечной группой 23 и 4̄3m, например при срезе 〈110〉,
направлении волнового вектора решетки вдоль оси [001]
и поляризации падающего света параллельно оси [11̄0],
Q = πr41n3

0h/λ, где r41 — электрооптический коэф-
фициент. Заметим, что дифракционная эффективность
голограммы при m� 1 и Θ = 0 связана с Q соотноше-
нием η = (QE(0)

1 )2, а E(0)
1 — первая Фурье-компонента

стационарного поля (29).

Разложим T(x, t) в ряд Фурье по пространствен-
ным гармоникам с учетом того, что E(x, t) =
E(0)(z) + Re δE(z) exp(iΩt) (см. (10)) (мы перешли к
безразмерной координате z = kx). Ограничиваясь

линейным приближением по δE(z) (т. е. по Θ), получаем

T(x, t) =
∞∑

p=−∞

(Bp + ibp) exp(ipz),

Bp =
1

2π

2π∫
0

dzexp
(
−ipz+ iQE(0)(z)

)
,

bp =
Q
2π

2π∫
0

dzexp
(
−ipz+ iQE(0)(z)

)
Re [δE(z)eiΩt ]. (30)

С учетом того, что дифракционная эффективность η � 1,
в (30) можно ограничиться наинизшим приближением
по Q. В результате имеем

Bp = δp,0 + iQE(0)
p , (31)

bp(t) =
Q
2
δEp(ω)eiΩt +

Q
2
δEp(−ω)e−iΩt . (32)

Фурье-компоненты E(0)
p и δEp определены в предыдущем

разделе. Выражения (31) и (32) описывают дифракцию
света первого порядка на фазовых решетках с простран-
ственными частотами pk. Всеми высшими порядками
дифракции для какой-либо отдельной решетки мы пре-
небрегаем, поскольку ограничиваемся малой дифракци-
онной эффективностью.

Теперь найдем амплитуды и интенсивности света,
продифрагировавшего на этих решетках. Заметим, что
при нумерации дифракционных порядков возникает неко-
торая неоднозначность. Например, нулевой порядок для
луча AR совпадает с минус первым порядком для лу-
ча AS, и наоборот. Условимся нумеровать наблюдаемые
дифракционные лучи индексом p, который соответствует
первому дифракционному порядку луча AR на решетке
с волновым вектором pk. Соответственно соотношение
между kR и kS определим как kS = kR− k, причем k> 0.
Полагая, как и прежде, Θ� 1, запишем выражение для
амплитуды луча с номером p в виде

Ap =
[
AR0
(
Bp + iΘBp cos Ωt + ibp(t)

)
+ AS0

(
Bp+1 + ibp+1(t)

)]
exp
[
i(kR + pk)x

]
.

Соответственно для интенсивности

Ip(t) = |Ap|
2 =

∣∣∣AR0
(
Bp + iΘBp cos Ωt + ibp(t)

)
+ AS0

(
Bp+1 + ibp+1(t)

)∣∣∣2.
Опуская в (30) вклад, квадратичный по Θ, получаем
вид осциллирующей части интенсивности света в p-м
дифракционном пучке

δIp(t) = 2 Re
{

iΘ cos ΩtAS0AR0B∗p+1Bp

+ i(AR0B∗p + AS0B∗p+1)

×
(
AR0bp(t) + AS0bp+1(t)

)}
. (33)
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Брэгговские пики с p = 0,−1 при малых Q пропор-
циональны первой степени этого параметра, в то время
как остальные пропорциональны Q2. Поэтому сначала
рассмотрим отдельно случай p = 0. Используя (31) и
(32), из (33) получаем

δI0 = AS0AR0QRe
{[

2ΘE(0)
1 +iδE1(ω)+iδE1(−ω)

]
cos Ωt

−
[
δE1(ω)− δE1(−ω)

]
sin Ωt

}
. (34)

Как отмечалось выше, при Ω → ∞ величины δEp

обращаются в нуль. Поэтому в области высоких частот
зависимость δI1(ω) выходит на плато. Согласно (29),

δI0

∣∣∣
Ω→∞

= −2QΘAS0AR0
mE0

1 +
√

1−m2
cos Ωt. (35)

В пределе же Ω→ 0, согласно (34) и (28), величина δI0

обращается в нуль.
При произвольной частоте в предыдущем разделе

были получены выражения для величин δE1 лишь для
слабой модуляции (см. (25)), поэтому здесь мы можем
привести полную зависимость δI0(ω) только при m� 1

δI0 = −AS0AR0QmE0Θω

×

√
1+ω2(3+d4)+ω4(1+d2)2(3−2d2)+ω6(1+d2)4

1 + 2ω2(1− d2) + ω4(1 + d2)2

× cos(Ωt + ϕ0), (36)

где фаза определена соотношением

tgϕ0 =
1 + ω2(1 + d2)

ω
[
1− d2 + ω2(1 + d2)2

] . (37)

Пик с p = −1 определяется соотношением δI−1 = −δI0.
Для пиков с p 6= 0,−1 из (33) получаем

δIp = QRe
(
AR0E(0)∗

p +AS0E(0)∗
p+1

)(
AR0bp +AS0bp+1

)
. (38)

При получении (38) было учтено, что, согласно (29),
величина E(0)

p E(0)∗
p+1 действительна. В силу этого обсто-

ятельства при Ω → ∞ интенсивности δIp, p 6= 0,−1,
обращаются в нуль по закону ω−1 (см. (27)) и не имеют
высокочастотного плато, характерного для брэгговских
пиков.

Этот результат тесно связан с тем, что в настоящей
работе мы пренебрегаем всеми эффектами, связанными с
конечной концентрацией акцепторов NA и соответствен-
но с конечным значением поля Eq (см. раздел 1). Во
многих случаях это оправдано; например, в Bi12SiO20

поле Eq достигает значений порядка 100 kV/cm при пери-
оде решетки ∆ ∼ 10µm [13] и еще более увеличивается
с ростом Λ. Однако в других материалах, например в
Bi12TiO20, поле Eq приблизительно на порядок (или по
крайней мере в несколько раз) меньше [14] и его учет
может оказаться важным. Есть основания предположить,

что учет поля Eq может привести к появлению разности
фаз ∆ = arctg (E0/Eq) между гармониками постоянного

поля, т. е. Im E(0)
p E(0)∗

p′ 6= 0. В результате в выражении
для интенсивности пиков с p 6= 0,−1 (40) появляется
дополнительный вклад, амплитуда которого не зависит
от частоты Ω и дается выражением (см. (33))

δIp = −2Q2ΘAS0AR0 cos Ωt Im E(0)
p E(0)∗

p+1 . (39)

В предельном случае Ω → ∞ величины bp обращаются
в нуль, и соотношение (39) описывает высокочастотное
плато для небрэгговских пиков. Это означает, что из-
мерения высокочастотного плато дают информацию о
величине поля Eq. Что касается статического предела
Ω → 0, то, согласно (32) и (28), в этом случае
bp = ipΘE(0)

p cos Ωt . Подстановка такого значения bp

в (33) дает результат δIp

∣∣
ω=0

= 0 при любом виде

Фурье-компонент E(0)
p .

Кроме того, при учете Eq появляется сдвиг решет-

ки статического поля, и компоненты E(0)
p становятся

комплексными величинами даже в отсутствие диффузии.
Согласно (38), появляется вклад в интенсивность пиков,
пропорциональный Im bp и сильно отличающийся от
вклада, пропорционального Re bp, описывающего интен-
сивность при Eq → ∞. Таким образом, появляется
несколько экспериментальных возможностей для реги-
страции эффектов, связанных с полем Eq, а следователь-
но, и для измерения этой величины (а вместе с тем и
концентрации акцепторов NA).

Отметим здесь также, что в пределе сильной контраст-
ности и в пределе высоких частот, когда справедливо
соотношение (27a), величина bp чисто мнимая. Поэтому
в отсутствие диффузии, когда Фурье-компоненты ста-
тического поля E(0)

p действительны, высокочастотные
асимптотики при сильной контрастности уже не имеют
характера ω−1, как это имело место в условиях слабой
контрастности.

Вернемся теперь к исследуемому здесь случаю слабой
контрастности в условиях Eq → ∞. В пределе слабой
модуляции m � 1 соотношение (40) упрощается, так
как E(0)

p , bp ∝ mp и быстро убывают с ростом p. Без

учета диффузионного вклада в E(0)
p имеем для p≥ 1

δIp = Q2(−2)−pmpA2
R0E0Cp cos(Ωt + ϕp), (40)

где амплитуда Cp и фаза ϕp определяются соотношени-
ями

Cp =
{[

Re (δEp(ω) + δEp(−ω))
]2

+
[
Im (δEp(ω)− δEp(−ω))

]2}1/2
,

tgϕp =
Im
(
δEp(ω)− δEp(−ω)

)
Re
(
δEp(ω) + δEp(−ω)

) . (41)

В дальнейшем рассматриваются пики с p ≥ 1. Выраже-
ния для пиков с p≤ −2 можно получить из соотношения
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Рис. 2. Зависимость сигналов δI1 (a) и δI0 (b) (в относитель-
ных единицах) от частоты Ω/2π, τM = 3 · 10−4 s. d = 2 (1)
и 0.2 (2).

δI−p−1 = (AS0/AR0)
2δIp. Из (41) с учетом (25) для пика

с p = 1 имеем

C1 = mΘE0
ωd√

1 + 2ω2(1− d2) + ω4(1 + d2)2
,

tgϕ1 =
1− ω2(1 + d2)

2ω
. (42)

На рис. 2 показаны расчетные зависимости для δI0 и δI1

по формулам (36) и (42).
Теперь заметим, что при получении выражения (34)

для интенсивности брэгговского пика с p = 0 были
опущены члены, пропорциональные Q2. Однако возмож-
на ситуация, когда такой вклад играет преобладающую
роль. Это имеет место в случае анизотропной дифрак-
ции, если на выходе установлен анализатор поляриза-
ции, направленный по оси, ортогональной поляризации
падающего на кристалл света. Дело в том, что при
анизотропной дифракции лучи, дифрагирующие в первый
порядок, имеют направление поляризации, перпендику-
лярные поляризации падающего луча. Поэтому интерфе-

ренции между дифрагированным и недифрагированным
лучами не происходит. Это имеет место, например, при
внешнем поле вдоль оси [11̄0] и поляризации света,
параллельной оси [001], в кристаллах классов 23 и 4̄3m.
В этом случае переменная составляющая сигнала δI0,
пропорциональная Q2, описывается соотношением (38),
полученным выше для небрэгговских пиков, при подста-
новке туда p = 1

δI0 = QA2
R0 Re E(0)∗b1. (43)

Это означает, что в такой ситуации пик с p = 0
описывается теми же формулами, что и пик с p = 1
(см. (40)–(42)) с заменой A2

S0 → A2
R0.

Для пика с p = 2 соответствующие выражения имеют
очень громоздкий вид

C2
2 =

[
3m2ΘE0ωd
D(d)D(2d)

]2

×
[
4− (3 + 40d2)ω2 − (19 + 50d2 − 132d4)ω4

+ (4 + 110d2 + 309d4 − 160d6)ω6

+ (30 + 200d2 + 303d4 − 200d6 + 64d8)ω8

+ (17 + 100d2 + 279d4 + 360d6 − 240d8)ω10

+ (1 + d2)2(1 + 4d2)2ω12
]
,

tgϕ2 =
[
2− ω2(1 + 10d2)− ω4(4 + 15d2 − 8d4)

− ω6(1 + d2)(1 + 4d2)
]
ω−1

[
1− ω2(2 + 5d2)

− ω4(3 + 5d2 − 4d4)
]−1

, (44)

где
D(d) = 1 + 2ω2(1− d2) + ω4(1 + d2)2.

Эти сложные выражения сильно упрощаются в физиче-
ски наиболее интересном предельном случае ω � 1, но
произвольных ωd

C2
∼=

6m2ΘE0ωd∣∣1− ω2d2
∣∣∣∣1− 4ω2d2

∣∣ , tgϕ2
∼=

2
ω
. (45)

Выражение для C2 имеет полюса при частотах
ω = d−1, (2d)−1 (Ω = (kL0τM)−1, (2kL0τM)−1). Соот-
ветствующие выражения для пиков с p = 0, 1,−1,−2
имеют полюс только на одной частоте ω = d−1

(см. (36),(42)). Наличие такой полюсной структуры
при ω → 0, но конечных значениях ωd хорошо вид-
но из общего выражения (23), которое обнаружива-
ет при произвольных значениях m полюса в точках
ω = (1 + m2/2)/pd, где p — целое число. Прежде чем
обсуждать физическую природу этих резонансных пиков,
обратим внимание на еще одну особенность дифракцион-
ной картины.
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До сих пор рассматривался случай, когда не уточ-
нялась связь между интенсивностями лучей R и S и
контрастом m. Если в эксперименте дополнитель-
ная подсветка отсутствует, то интенсивности AS0 и
AR0 связаны с глубиной модуляции m соотношением
m = 2AR0AS0/(A2

R0 + A2
S0), т. е.

AR0

AS0
=

1±
√

1−m2

m
. (46)

С помощью (46) и (29) соотношение (38) для дифрак-
ционных пиков с p 6= 0,−1 преобразуется к виду

δIp = Q2A2
S0 Re E(0)∗

p+1

(
1−

1±
√

1−m2

1 +
√

1−m2

)

×

(
bp+1 +

1±
√

1−m2

m
bp

)
. (47)

Знак плюс выбирается при AR0 > AS0, а знак минус — в
противоположном случае. Отсюда следует, что в отсут-
ствие дополнительной подстветки осциллирующая часть
небрэгговских дифракционных максимумов с положи-
тельными p полностью гасится, если AR0 > AS0 (осцил-
лируют лишь пики с отрицательными p). И наоборот,
при AR0 < AS0 полностью гаснет осциллирующая часть
небрэгговских пиков с отрицательными p.

4. Фоторефрактивные волны
и резонансный характер дифракции

Теперь обратимся к выяснению физической природы
резонансного характера дифракции в условиях, когда
d� 1 (т. е. kL0 � 1), выявленного в предыдущем разде-
ле. Для этого рассмотрим фотопроводник, описываемый
уравнениями (3), (5), (7) в условиях однородной засвет-
ки, g(x, t) = g0. В этом случае указанная система урав-
нений имеет тривиальное решение n(x, t) = g0τ ≡ n(0),
j(x, t) = j0 = eµn(0)E0, E(x, t) = 0. Рассмотрим малые
поправки к этому решению: n(x, t) = n(0) + δn(x, t),
j(x, t) = j0 + δ j(x, t). В результате получим линеари-
зованную систему уравнений

ε

4π
∂E
∂t

+ eµ
(
n(0)δE + δnE0

)
+ eD

∂δn
∂x

= 0,

∂δn
∂t

= −
δn
τ
−

ε

4πe
∂2E
∂x∂t

. (48)

Производя подстановку E(x, t) = E exp(iqx − iνt),
δn(x, t) = η exp(iqx− iνt), получаем соотношение

1
ντM

(1− iντM)(1− iντ ) = qL0 + i(qLD)2. (49)

В пределе низких частот ντ � 1, ντM � 1, пренебрегая
диффузионными процессами (LD → 0), получаем дис-
персионное соотношение для мод собственных колеба-

ний системы (электронной плотности и электрическо-
го поля)

ν = (qL0τM)−1 =
4πen(0)

qεE0τ
. (50)

Время жизни этих колебаний велико, если выполнен
целый ряд условий: ντ � 1, ντM � 1, а волновой вектор
находится в интервале (µE0τ )−1 = L−1

0 � q� eE0
kBT . Соб-

ственные колебания электрического заряда такого типа
в полупроводниках впервые были исследованы в [8,9]
и получили там название волн перезарядки ловушек. В
фоторефрактивных кристаллах через механизм эффекта
Поккельса волны заряда трансформируются в колебания
диэлектрической проницаемости. Такие колебания, как
уже указывалось выше, мы называем фоторефрактивны-
ми волнами.

До сих пор рассматривались пространственно од-
нородные среды. В условиях же голографической за-
писи среда не пространственно однородна, но пери-
одически модулирована, так что n(0) = n(0)(kx) и
n(0)(kx) = n(0)(kx + 2π). При этом уравнения (48)
в условиях выполнения вышеприведенных неравенств
принимают вид

n(0)(kx)δE + δnE0 = 0,
δn
τ

= −
ε

4πe
∂2E
∂x∂t

.

Подставляя решение в виде E(x, t) = E(x) exp(−iνt),
δn(x, t) = η(x) exp(−iνt), получаем

ν
dE
dx

=
4πien(0)(kx)

εE0τ
E.

Из этого уравнения, используя условие периодичности
в пространстве для поля E(x), получаем дисперсионное
соотношение

ν =
2e

lkεE0τ

2π∫
0

dzn(0)(z) =
4πen(0)

0

lkεE0τ
≡
ν0

l
, (51)

где l = 1, 2, 3 . . . , а n(0)
0 = n0 = g0τ — нулевая

Фурье-компонента плотности фотоэлектронов (см. также
раздел 1). Соотношение (51) есть дискретный аналог
дисперсионного уравнения (50). Оно показывает, что
в периодически модулированной среде спектр фоторе-
фрактивных волн имеет дискретный характер: распро-
страняются фоторефрактоны с волновыми векторами k
и с частотами ν = ν0/l . При этом собственные моды
уже не являются плоскими волнами, но модулированы в
пространстве по фазе. При малых значениях m брэггов-
ские пики (p = 0,−1) формируются за счет рассеяния на
одном фоторефрактоне с l = 1, а резонанс наступает при
Ω = ν0. Дифракционные пики с p = 1,−2 формируются
при рассеянии на фоторефрактоне с l = 2 (резонанс при
Ω = ν0/2) или на фоторефрактоне с l = 1 (резонанс
при Ω = ν0) и т. д. При этом следует иметь в виду,
что закон сохранения импульса в периодической систе-
ме выполняется с точностью до дискретной величины
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pk, p = 0,±1,±2, . . . , т. е. здесь следует говорить о
законе сохранения квазиимпульса и о процессах пере-
броса. При сильном контрасте (m близка к единице) в
формировании любого дифракционного пика принимает
участие весь дискретный набор фоторефрактонов, вслед-
ствие чего частотная зависимость всех дифракционных
пиков имеет многополюсной характер при наборе частот
Ω = ν0/l , где l — целое число. Именно такую полюсную
структуру имеет общее соотношение (23) при замене
в знаменателе iω → 0, что соответствует приведен-
ному выше условию существования фоторефрактонов
ω = ΩτM = ντM � 1. Но при произвольных значениях
m, как следует из (23), резонанс несколько смещается и
наступает при Ω = (1 + m2/2)ν0/l .

В заключение еще раз подчеркнем, что в силу за-
тухания фоторефрактивных волн острые резонансы ди-
фракционных пиков наблюдаемы лишь при достаточно
сильном внешнем электрическом поле E0, когда вы-
полнено условие keµE0τ � 1. Это одновременно
накладывает ограничение сверху на период простран-
ственной модуляции при фиксированном электрическом
поле E0. С другой стороны, во избежание затухания фо-
торефрактонов за счет диффузионных процессов период
модуляции не должен быть и слишком малым, так чтобы
k� eE0/(kBT).

5. Обсуждение полученных
результатов

В настоящей работе представлена теория явлений, воз-
никающих в фоторефрактивном кристалле при освеще-
нии двумя лучами когерентного света, один из которых
периодически промодулирован по фазе с частотой Ω.
Установлено, что наряду со стационарной голографиче-
ской решеткой показателя преломления возникает ди-
намическая (осциллирующая) решетка. При сделанных
в работе приближениях (пренебрежение диффузией и
вкладом от поля Eq) стационарная решетка не сдвинута
относительно интерференционной картины.

Осциллирующая решетка имеет две компоненты. Одна
из них не сдвинута относительно стационарной решетки
и описывается вещественной частью bp, а другая сдвину-
та на угол π/2 (мнимая часть bp, см. (32)). Амплитуда
несдвинутой компоненты в линейном режиме записи
имеет максимум при частоте Ωr = ν0 (см. (51)). Высота
и ширина этого максимума (т. е. добротность резонанса)
определяются произведением волнового вектора решет-
ки на дрейфовую длину kL0. В нелинейном режиме
теория предсказывает при достаточно большой величине
параметра kL0 появление целой серии максимумов на
частотах Ωr = ν0/l , где l — целое число (см. (51)).

Возникновение резонанса связано с возбуждением
волн фоторефракции в фоторефрактивных средах, когда
период голографической решетки и частота фазовой
модуляции записывающего луча совпадают с соответ-
ственно периодом и частотой фоторефрактивных волн.

Поэтому указанное явление может быть названо фоторе-
фрактивным резонансом. Экспериментально этот эффект
наблюдался в [15] и, по-видимому, в [16]. Сопоставление
показывает, что теория находится в хорошем согласии с
экспериментом.

Сдвинутая компонента также осциллирует во времени,
но характер ее частотной зависимости иной, чем у
несдвинутой компоненты. Здесь амплитуда колебаний
не обращается в нуль при Ω → 0 (см. (28) и (32)),
хотя при достаточно больших значениях kL0 тоже может
наблюдаться максимум при Ω = Ωr . При Ω → ∞
амплитуды обеих (сдвинутой и несдвинутой) компонент
обращаются в нуль. Сдвинутая компонента определяет
частотную зависимость брэгговских порядков дифрак-
ции (34).

Процессы, происходящие при дифракции света, каче-
ственно можно представить себе следующим образом.
Прежде всего имеет место дифракция на статической
решетке. Кроме того, происходит дифракция на несдви-
нутой и сдвинутой компонентах осциллирующей решет-
ки. При дифракции двух падающих на кристалл лучей
в одном и том же направлении распространяется не-
сколько лучей, которые интерферируют между собой. В
зависимости от номера дифракционного порядка можно
выделить те или иные доминирующие дифрагирован-
ные лучи. Как уже упоминалось выше, в направлениях
p = 1,−2, например, регистрируется дифракция от
статической и несдвинутой осциллирующей компонент, а
для p = 0,−1 — от статической и сдвинутой компонент
голограммы. Интересно отметить, что при Ω → 0
сигналы от статической и сдвинутой осциллирующей
голограмм в точности компенсируют друг друга, и пере-
менный сигнал обращается в нуль. Это явление хорошо
известно [17]. Оно очень существенно для практических
применений, так как обеспечивает свойство адаптивно-
сти, т. е. подавление паразитных низкочастотных фазовых
флуктуаций.

Работа поддержана Российским фондом фундамен-
тальных исследований (гранты № 96-02-16848a и 98-02-
18254).
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