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Исследованы элементарные спиновые возбуждения в двумерных гейзенберговских антиферромагнетиках
со спином S = 1/2, находящихся в метастабильном пространственно неоднородном состоянии. Найдены
энергетический спектр возбуждений, локальный параметр порядка, температурная зависимость длины
спиновых корреляций. Показано, что полученные результаты могут быть использованы для объяснения
экспериментальных данных по рассеянию нейтронов в La2CuO4 при температурах T > TN.

Существенные успехи последних лет в описании маг-
нитных свойств двумерных гейзенберговских магнетиков
со спином S = 1/2 при температурах T > 0 бы-
ли связаны с ренормгрупповым анализом классической
нелинейной сигма-модели. Влияние квантовых флукту-
аций на перенормировку основных параметров моде-
ли учитывалось на основе спин-волновой теории при
T = 0. В рамках такого подхода Чакраварти, Гальперину
и Нельсону (ЧГН) удалось вычислить без каких-либо
подгоночных параметров радиус магнитных корреля-
ций и корреляционные функции для гейзенберговского
антиферромагнетика с учетом взаимодействия только
ближайших соседей в квадратной решетке спинов [1].
Детальное сравнение температурной зависимости маг-
нитной корреляционной длины с экспериментальными
данными по рассеянию нейтронов в нелегированном ок-
сиде меди La2CuO4 при температурах выше температуры
Нееля TN показало качественное согласие теории ЧГН с
экспериментом [2,3]. При этом, однако, без подгонки
параметров обойтись не удалось.

В настоящей работе предлагается другой подход к
интерпретации этих измерений, основанный на суще-
ствовании при T > 0 метастабильных пространствен-
но неоднородных состояний спин-системы двумерного
гейзенберговского магнетика. Возможность такого объ-
яснения магнитных свойств слоистых соединений при
T > TN отмечалась ранее Вальднером [4]. Возник-
новение локальных статических искажений однородного
основного состояния двумерного гейзенберговского фер-
ромагнетика было установлено Белавиным и Поляковым
на основе классической нелинейной сигма-модели [5].
Мы используем с самого начала квантовое рассмотрение,
что позволит помимо решения задачи о метастабильных
состояниях получить гамильтониан для описания спино-
вых флуктуаций. Затем методом функций Грина будут
найдены спектр элементарных возбуждений, локальный
параметр порядка и радиус магнитных корреляций.

1. Спектр элементарных возбуждений
и локальный параметр порядка

Исходным пунктом вычислений является унитарное
преобразование гейзенберговского гамильтониана к но-

вым локальным осям квантования в каждом узле ква-
дратной решетки спинов S= 1/2

H̃ = U−1HU = J
∑
〈i j〉

S̃i S̃ j . (1)

Здесь 〈i j 〉 означает суммирование лишь по ближайшим
узлам i и j двух подрешеток спинов, J — соответствую-
щий обменный интеграл, а унитарный оператор U имеет
вид

U =
∏
i j

exp(iSz
iϕi) exp(iSy

i θi) exp(iSz
jϕ j) exp(iSy

jθ j). (2)

Имея в виду существование локального антиферромаг-
нитного порядка, определим локальные оси квантования
таким образом, чтобы поперечные компоненты спина,
усредненные с равновесной матрицей плотности, обра-
щались в нуль, а продольные компоненты соседних спи-
нов i и j имели противоположный знак: 〈Sx〉 = 〈Sy〉 = 0,
〈Sz

i 〉 = −〈Sz
j〉 = σ . Результат преобразования удобно

записать в Паули-операторах для двух подрешеток

Sx
i − iSy

i = a+
i , Sx

i + iSy
i = ai, Sz

i = 1/2− a+
i ai,

Sx
j − iSy

j = bj , Sx
j + iSy

j = b+
j , Sz

j = −1/2 + b+
j bj . (3)

Тогда гамильтониан (1) можно привести к виду

H = E0 + Esk + H1 + H2 + H3,

E0 = −Jσ(1− σ)Nz, Esk = Jσ(1− σ)
∑
〈i j〉

(1− Ai j ),

H1 = J
∑
〈i j〉

{
σAi j (a

+
i ai + b+

j bj) + Bi j aibj

+ B∗i j a
+
i b+

j + Ci j aib
+
j + C∗i j a

+
i bj

}
,

H2 = −J
∑
〈i j〉

Ai j (a
+
i ai + σ − 1/2)(b+

j bj + σ − 1/2). (4)

Здесь N — полное число спинов, z — число ближайших
соседей (z = 4), E0 + Esk представляет собой энергию
метастабильного состояния, в которой выделена неод-
нородная часть Esk. Гамильтониан H1 + H2 описывает

656



Элементарные спиновые возбуждения в гейзенберговском антиферромагнетике... 657

спиновые флуктуации над метастабильной конфигураци-
ей, явный вид H3 не выписан, поскольку он исчезает
после минимизации Esk (см. далее). Коэффициенты в
гамильтониане имеют следующий вид:

Ai j = cos θi cos θ j + sin θi sin θ j cos(ϕi − ϕ j),

4Bi j = (cos θi cos θ j + 1) cos(ϕi − ϕ j) + sin θi sin θ j

+ i sin(ϕi − ϕ j)(cos θi + cos θ j),

4Ci j = (cos θi cos θ j − 1) cos(ϕi − ϕ j) + sin θi sin θ j

− i sin(ϕi − ϕ j)(cos θi − cos θ j). (5)

Структуру метастабильного неоднородного состояния
находим путем минимизации функционала Esk({θ}, {ϕ})
по θ и ϕ. После перехода к непрерывному пределу в
случае единственного скирмиона получается аксиально-
симметричное решение в полярных координатах r , φ

tg(θ/2) = r/r0, ϕ = φ, Esk = 4πJσ(1− σ) ≡ εsk, (6)

где r0 имеет смысл радиуса скирмиона (при r = r0

〈S̃z〉 = σ cos θ = 0). Этот результат для распределения
углов θ был получен в работе Скирме [6] в связи с
задачей о топологических солитонах бозонных полей.
Пространственная структура скирмиона получается сте-
реографической проекцией точек сферы на плоскость;
антискирмион образуется при дополнительном отраже-
нии в плоскости, проходящей через центр сферы. В
общем случае Esk = Qεsk, где Q определяется наиболь-
шим из чисел скирмионов и антискирмионов (см. [5]).
Подчеркнем, что в рамках классической нелинейной
сигма-модели εsk = 4πJS2.

Для определения неизвестного пока локального пара-
метра σ запишем уравнения движения для коммутатор-
ных функций Грина

G1
ii ′(t) = −iθ(t)

〈
[ai(t), a+

i′ (0)]
〉
,

G2
ji ′ = −iθ(t)

〈
[b+

j (t), a+
i′ (0)]

〉
. (7)

В приближении молекулярного поля и с учетом условий
минимума получаем после Фурье-преобразования по
времени и перехода к непрерывному пределу

ωG1(ω, r, r′) = 2σa2δ(r− r′) + Jσa2

×
{

û(r)G1(ω, r, r′) + ν̂(r)G2(ω, r, r′)
}
,

ωG2(ω, r, r′) = − Jσa2
{

û(r)G2(ω, r, r′)

+ ν̂(r)G1(ω, r, r′)
}
, (8)

где введены операторы

û = z/a2 − 2 sin2 θ(∇ϕ)2,

ν̂ = z/a2 +∇2 − 2i cos θ(∇ϕ,∇)− (∇ϕ)2. (9)

Для решения системы уравнений (10) удобно разло-
жить функции Грина по ортонормированной системе
собственных функций Ψ f (r) оператора û− ν̂

G1,2(ω, r, r′) =
∑
f f ′

Ψ f (r)Ψ∗f ′(r′)G1,2
f f ′(ω),

(û− ν̂)Ψ f (r) = k2
f Ψ f (r). (10)

Подстановка (10) в (8) дает

G1
f f ′ =

2σ(ω + zσJ)

ω2 − ε2
f

δ f f ′ , G2
f f ′ = −

2zγ fσ
2J

ω2 − ε2
f

δ f f ′ (11)

с γ f = 1 − (akf )
2/z и ε f ≈ 2

√
2σJakf . Уравнение для

локального параметра порядка σ получаем обычным пу-
тем, используя равенство 〈a+

i ai〉 = 1/2−σ и стандартные
соотношения между корреляционными и гриновскими
функциями

1
σ

=
∑

f

2zσJ
ε f

∣∣∣Ψ f (r)
∣∣∣2cth

ε f

2kBT
. (12)

Запишем приближенное решение уравнения (10) для
одного скирмиона, опустив индексы у kf ,

Ψmk(r) =
1
√

2π
eimφRmk(r),

Rmk = CmkJm−1(kr), r/r0 � 1,

Rmk = C′mkJm+1(kr), r/r0 � 1, (13)

где Cmk — нормировочные константы. В случае антискир-
миона функции Jm−1(kr) и Jm+1(kr) в (13) меняются ме-
стами. Заметим, что после подстановки (13) в уравнение
для локального параметра порядка (12) и суммирования
по m (в случае образца бесконечных размеров спектр k
непрерывен и не зависит от m, а Cmk = 1) зависимость
от координат в (12) исчезает в соответствии с исходным
предложением о независимости σ от координат.

2. Длина спиновой когерентности

При большом числе топологических возбуждений
Q � 1 можно ожидать, что ближайшими соседями
каждого скирмиона будут антискирмионы и наоборот.
Полная намагниченность каждой из подрешеток обра-
щается в нуль, и дальний порядок отсутствует. В тер-
модинамическом равновесии вероятность рождения од-
ной скирмион-антискирмионной пары пропорциональна
exp(−εsk/kBT), что позволяет оценить среднее число
пар и средний радиус скирмиона (антискирмиона), игра-
ющий роль радиуса спиновых корреляций, следующим
образом:

Na2/Q = 2πr2
0 = a2 exp(εsk/T). (14)

Очевидно, что условие Q> 1 выполняется при
определенном соотношении между линейными
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(TN = 325 K). Точки — эксперимент [2], сплошная линия —
наш результат для a/r0 (17), штриховая — теория ЧГН для
a/ξ (18), пунктир — результат подгонки (18) к эксперимен-
тальным точкам [3].

размерами образца и температурой: T > εsk/ ln N =
εsk/2 ln(L/a) = T∗. Несмотря на отсутствие дальнего
порядка, локальный антиферромагнитный порядок имеет
место. Для определения параметра локального порядка
используем форму отдельного скирмиона (6) при r < r0

и соответствующее приближение для функций Rmk(r)
в (13). Поскольку это решение становится точным при
r → 0, положим в уравнении (12) r = 0. Это приводит
к сохранению единственного слагаемого в сумме по m
с m = 1. Спектр возможных значений k определяется
граничным условием для R1k(r) ≈ C1kJ0(kr) при r = r0,
конкретный вид которого несуществен для основной
области внутри скирмиона при r0 � a. При J0(kr0) = 0
имеем knr0 ≈ π(n − 1/4) для 1 6 n 6 nmax, где
nmax ≈

√
2/π(r0/a) определяется условием полноты

набора собственных функций Ψ f (r). В результате
уравнение для σ приводится к следующему виду:

1
σ

=
2
√

2a
r0

nmax∑
n=1

cth

{√
2πσJ
k BT

a
r0

(
n−

1
4

)}
. (15)

Для наиболее актуальной области температур
T∗ < T < J нетрудно получить его приближенное
решение, учитывая (14),

σ = σ0 +
0.83kBT

2πJ
ln

(
2π
√

2πσ0J
ekBT

)
, (16)

где σ0 = 0.181. Средний радиус скирмиона r0, который
можно отождествить с длиной магнитной когерентности,

равен

r0 =
a
√

2π

(
4π
√
πσ0J

ekBT

)α
exp

{
2πJσ0(1− σ0)

kBT

}
(17)

c α = 0.531. Интересно сравнить эту формулу с резуль-
татом теории ЧГН для магнитной длины когерентности
(см. [1,3] и обзор [7])

ξ =
e
8
~c

2πρs

(
1−

0.5kBT
2πρs

)
exp

(
2πρs

kBT

)
. (18)

Здесь c — скорость антиферромагнитных магнонов,
с учетом перенормировок равная c = 2

√
2JaZc/~,

Zc = 1.158, ρs — константа магнитной жесткости,
2πρs = 0.94J. Примечательно, что наш результат для
2πJσ0(1 − σ0) = 0.93J практически совпадает с этой
величиной, и разница между (17) и (18) определяет-
ся лишь предэкспоненциальным множителем. Результат
сравнения (17) и (18) с детальными измерениями обрат-
ной длины спиновой когерентности, полученными по
рассеянию нейтронов в La2CuO4 при T > TN = 325 K,
представлен на рисунке: a = 3.8 Å, величина обменного
интеграла, полученная из измерений скорости спиновых
волн при T < TN [8], равна J = 1580 K. Очевидно,
что наша формула (17) лучше согласуется с экспе-
риментальными данными. В работах [3,7] расхождение
теории ЧГН с экспериментом было отнесено к недостат-
кам вычисления величины ρs в рамках спин-волновой
теории. Подгонка (18) к экспериментальным точкам
привела к значению 2πρs = 1.1 J [3]. Любопытно, что
кривая ЧГН (18) с этим параметром мало отличается
от нашего результата (см. рисунок). Следует отметить,
что, несмотря на удовлетворительное согласие (17) с
экспериментом, расхождение все-таки есть. Возможно,
что это связано с простейшим расцеплением функций
Грина в приближении молекулярного поля.

Полученные результаты показывают, что для ин-
терпретации экспериментальных данных по магнитным
свойствам квазидвумерных магнетиков серьезной аль-
нернативой является подход, основанный на существо-
вании метастабильных состояний со скирмионами. Не-
сомненный интерес представляет также исследование на
этой основе спиновой динамики в квазидвумерных анти-
ферромагнетиках с S= 1/2, для которых в последние го-
ды появилось большое количество надежных измерений
как ядерной, так и электронной спиновой релаксации.
Об этом интересе свидетельствуют, в частности, появив-
шиеся недавно попытки рассмотрения этого вопроса на
основе классической нелинейной сигма-модели [9].

Один из авторов (Б.И.К.) выражает благодарность
проф. Ф. Вальднеру, стимулировавшему его интерес к
рассмотренной задаче, за плодотворные дискуссии и
поддержку, а также Цюрихскому университету, где была
выполнена часть этой работы, за гостеприимство.
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