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Исследована ориентационная релаксация не только поля директора и поля скорости, но и поля темпе-
ратуры и компонент тензора напряжений в гибридно-ориентированной жидкокристаллической ячейке под
действием градиента температуры. Проведено численное исследование аномалий процесса ориентационной
релаксации указанных полей в случае, когда температура одной из ограничивающих поверхностей близка к
температуре фазового перехода нематик−смектик A.

PACS: 61.30.Cz, 64.70.Md

1. Введение

В последнее время вопросу о влиянии градиентов
температуры на релаксационные, гидродинамические и
структурные свойства жидкокристаллических (ЖК) яче-
ек уделяют все больше внимания [1–5]. Это обуслов-
лено прежде всего тем, что ЖК-ячейки, являющиеся
основными элементами таких электронных приборов,
как дисплеи или ультрабыстрые оптические переключа-
тели, в процессе эксплуатации подвержены воздействию
градиентов температуры, возникающих, например, в
результате неравномерного нагревания их ограничи-
вающих поверхностей. Наличие градиента температу-
ры ∇T в ЖК-фазе в свою очередь приводит к тому,
что необходимо учитывать взаимодействие ∇T как с
полем директора n̂(r), так и с полем скорости v(r),
инициируемым градиентом температуры. Учет этого
взаимодействия отражается на балансе как угловых,
так и линейных моментов, действующих на единицу
объема ЖК-фазы. Поэтому правильный учет всех сил,
действующих на единицу объема ЖК-фазы, не только
позволит воссоздать реальную картину релаксации дина-
мических характеристик этих электронных приборов, но
и точнее оценить срок их активной эксплуатации. Сле-
дует отметить, что первое описание влияния градиента
температуры на структурные свойства холестерика, по-
мещенного между двумя стеклянными поверхностями,
было опубликовано в начале XX столетия [6], но лишь
спустя 68 лет было дано теоретическое обоснование
этого эффекта, заключающееся в том, что в баланс
моментов, действующих на единицу объема ЖК-фазы,
к уже известным гидродинамическому Tvis и упруго-
му Telast вкладам [7] был добавлен термомеханический
Ttm ∼ (n̂×∇T)× n̂ вклад [8]. Это позволило рассчитать
угловую скорость вращения поля директора вокруг оси,
параллельной градиенту температуры. В случае гибрид-
ной ЖК- (ГЖК) ячейки, предполагающей гомеотропную
ориентацию поля директора, например на нижней огра-
ничивающей, и планарную на верхней ограничивающей

поверхности, наличие вертикального градиента темпе-
ратуры ведет к формированию устойчивого потока v
ЖК-фазы в горизонтальном направлении [2,5,9,10]. При
этом величина потока v ∼ d

η
σ tm

z x , где σ tm
z x ∼ ξ

1T
d2 —

сдвиговая составляющая компонента термомеханическо-
го вклада в тензор напряжения, η — вязкость ЖК-
фазы, 1T = T2 − T1 > 0, область температур [T1, T2] на-
ходится в пределах стабильности нематической фазы
толщиной d, ξ — термомеханическая постоянная [10].
На направление и величину гидродинамического потока
влияют также направление теплового потока и харак-
тер сцепления молекул ЖК-фазы с ограничевающими
поверхностями [2,5]. В наших работах [2,5] были прове-
дены исследования релаксационных режимов, возникаю-
щих в ГЖК-ячейках, образованных молекулами 4-n′-пен-
тил-4′-цианобифенил (5ЦБ), для случая вертикально
направленного градиента температуры. В случае ЖК-
фазы, допускающей существование фазового перехода
нематик−смектик A(NA), такой как 4-циано-4′-октил-
бифенил (8ЦБ), по мере охлаждения одной из огра-
ничивающей поверхностей, например нижней, T при-
ближается к TNA, где TNA — температура фазового
перехода. При этом в нематической фазе в результате
флуктуации зарождающегося локального смектического
параметра порядка ряд материальных параметров обна-
руживает сингулярное поведение с изменением темпе-
ратуры T → TNA. Среди этих параметров — коэффици-
енты Лесли limT→TNA α3 ∼ ζ−ν/2 и изгибной упругости
limT→TNA K3 ∼ ζ−ν , где ζ = T/TNA− 1 — безразмерная
температура, а ν — критический индекс [11]. Предпе-
реходные смектические флуктуации генерируют новый
момент силы Tfl [12,13], действующей на единицу объема
ЖК-фазы. По мере охлаждения нижней ограничиваю-
щей поверхности ГЖК-ячейки T → TNA; в пристенной
области [0, ξ‖] зарождается новая смектическая фаза,
размер которой растет как ξ‖ = ξ0ζ

−ν параллельно n̂.
Все это ведет к тому, что переориентация поля дирек-
тора и поля скорости, а также релаксация поля темпе-
ратуры к их равновесным распределениям по сечению
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ГЖК-ячейки [d, 0] должны плавно переходить из одной
области ячейки [d, ξ‖] в другую [ξ‖, 0]. Таким образом,
релаксационные процессы, возникающие в ГЖК-ячейках
в случае, когда температура одной из ограничиваю-
щих поверхностей T → TNA, значительно усложняются
по сравнению с релаксационными процессами, харак-
терными для ГЖК-ячеек при температурах, отличных
от TNA. В настоящей работе в рамках классической
гидродинамики ЖК Эриксена−Лесли [14,15] с учетом
влияния флуктуаций локального смектического порядка,
образующегося в нематической фазе [12,13], исследо-
ваны: 1) релаксация поля директора; 2) эволюция поля
скорости; 3) изменение поля температуры; 4) изменение
компонент тензора напряжений — к их равновесным
распределениям по сечению ГЖК-ячейки в зависимости
от величины вертикального градиента температуры и
характера сцепления ЖК-молекул со стенками ячейки.

2. Основные гидродинамические
уравнения, описывающие состояние
нематического жидкого кристалла
в ограниченном объеме

Состояние ГЖК-ячейки, находящейся под действием
градиента температуры ∇T(t, r), определяется полями
директора n(t, r), вектора скорости v(t, r), температу-
ры T(t, r), а также полем плотности нематика. Система
уравнений для этих полей состоит из уравнения, опи-
сывающего баланс упругого Telast(t, r), вязкого Tvis(t, r)
и термомеханического Ttm(t, r) моментов, действующих
на единицу объема ЖК-фазы, уравнения, аналогичного
уравнению Навье−Стокса, и уравнения теплопровод-
ности для такой анизотропной системы, как немати-
ческий ЖК (НЖК). Гибридная ориентация ЖК-ячейки
предполагает, что на одной из ограничивающих поверх-
ностей ячейки достигается гомеотропная ориентация
директора, например n̂ ‖ k̂ (z = 0), в то время как
на другой — планарная ориентация директора, n̂ ⊥ k̂
(z = d). Здесь вектор k̂ совпадает с направлением оси z,
в то время как вектор î ⊥ k̂ совпадает с направлением
оси x, а вектор ĵ = î× k̂ совпадет с направлением
оси y. В дальнейшем предполагается, что n̂ в процессе
переориентации под действием градиента температуры
остается в плоскости, образованной направлением ди-
ректора на верхней ограничивающей поверхности, сов-
падающей с направлением оси x, и направлением гради-
ента температуры, совпадающим с направлением оси z.
Это позволяет нам считать все физические величины
зависящими только от координаты z. С учетом всего
изложенного выше выражение для директора принимает
вид n̂ = sin θ(t, z)î + cos θ(t, z)k̂, где θ — полярный угол
между направлением директора n̂ и нормалью k̂ к обеим
границам. Следует отметить, что формирующийся за
счет перепада температуры 1T градиент температуры
∇T ∼ 1T/d позволяет изначально покоящийся между
двумя ограничивающими параллельными поверхностями

ЖК-слой обратить в движение в горизонтальном направ-
лении со скоростью [2,5] v ∼ ξ1T/ηd. Следует также
отметить, что пространственная зависимость скорости v
только от координаты z, совместно с условиями несжи-
маемости ∇ · v = 0 и отсутствия скольжения хотя бы на
одной границе ГЖК-ячейки, например vz=d = 0, приво-
дит к тому, что в нашей плоской задаче присутствует
только одна компонента вектора скорости v = vx(t, z)î,
направленная параллельно ограничивающим поверхно-
стям. Таким обарзом, безразмерное уравнение баланса
моментов, действующих на единичный объем ЖК-фазы,
принимает вид [2,5]

γ̄1(χ)θτ = A(θ)uz +
(

G(θ)θz
)

z

− 1
2

Gθ(θ)θ2
z − δ1χzθz

(
1
2

+ sin2 θ

)
, (1)

где τ = (K10/γ10d2)t — безразмерное время, z̄ = z/d —
безразмерная координата, u(τ , z)=(γ10d2/K10)vx(τ , z) —
безразмерная скорость, d — ширина ЖК-слоя, χ(τ , z) =
= T(τ , z)/TNI — безразмерная температура, γ̄1(χ) =
= γ1(χ)/γ10, A(θ) = 1

2

(
γ1(χ)− γ2(χ) cos 2θ

)
/γ10, uz =

= ∂u(τ , z)/∂z, γ1(χ) и γ2(χ) — коэффициенты
вращательной вязкости НЖК, G(θ) =

(
K1(χ) sin2

θ

+ K3(χ) cos2 θ
)
/K10, θτ = ∂θ(τ , z)/∂τ , θz = ∂θ(τ , z)/∂z,

K1(χ) и K3(χ) — упругие постоянные Франка, соответ-
ствующие поперечному и продольному изгибам, γ10 и
K10 — значения вращательной вязкости п поперечного
изгиба, соответствующие наибольшим значениям
внутри интервала температур [χ2, χ1] = [T2/TNI, T1/TNI ],
δ1 = ξTNI/K10 — безразмерный параметр системы, а
ξ = 10−12 J/m · K — термомеханическая постоянная,
экспериментально полученная в работе [10]. Следует
отметить, что здесь и далее под переменной z
будем понимать z̄. В случае несжимаемого НЖК
безразмерное уравнение Навье−Стокса сводится к двум
уравнениям [2,5]:

δ2∂τ u(τ , z) = ∂zσz x, (2)

Pz(τ , z) +
∂R(τ , z)
∂θτ

θz = 0, (3)

где ∂τ = ∂/∂τ , P(τ , z) — безразмерное сжимающее гид-
ростатическое давление в ГЖК-ячейке, которое состоит
из двух вкладов: вязкого вклада, определяемого величи-

ной
z∫

0

∂R(τ ,z)
∂θτ

θzdz, и упругого вклада, определяемого

потенциалом Франка 1
2 G(θ)θ2

z ; σz x = (d2/K10)σ̄z x — без-
размерное сдвиговое напряжение, а δ2 = ρmK10/γ

2
10 —

второй параметр системы, где ρm — плотность
ЖК-фазы. Следует отметить, что правая часть
уравнения (2) представляет собой результат
варьирования диссипационной функции Рэлея R(τ , z)
по градиенту скорости uz . В предлагаемой нами
модели безразмерная диссипационная функция Рэлея
R(τ , z) = (γ10d4/K2

10)R(t, z) состоит из трех вкладов:
вязкого Rvis(τ , z), термомеханического Rtm(τ , z) и
теплового Rth(τ , z). Таким образом, полное выражение
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для безразмерной диссипационной функции принимает
вид R(τ , z) = Rvis(τ , z) + δ1Rtm(τ , z) + δ3Rth(τ , z),
где Rvis(τ , z) = 1

2 h(θ)u2
z −A(θ)θτ uz + 1

2 γ̄1(χ)θ2
τ , Rtm =

= θτ θzχz(1/2 + sin2 θ)− θzuzχz sin2 θ(1 + 1
2 sin2 θ) и

Rth(τ , z) = χ2
z
χ

(3 cos2 θ + sin2 θ). Здесь h(θ) =
(
α1(χ)

× sin2 θ cos2 θ − 1
2 A(θ) + 1

2 α4(χ) + g(θ)
)
/γ10 и g(θ) =

= 1
2

(
α2(χ) cos2 θ − α3(χ) sin2 θ

)
/γ10 — безразмерные

гидродинамические функции, αi (χ)(i = 1, . . . , 6) —
зависящие от температуры коэффициенты Лесли,
3 = 3‖/3⊥, 3‖ и 3⊥ — коэффициенты
теплопроводности вдоль и поперек направления
директора, δ3 = TNIλ⊥γ10d2/K2

10 — безразмерный
параметр системы. В предполагаемой геометрии ячейки
полная безразмерная сдвиговая компонента напряжений
включает только вязкую часть и имеет вид [2,5]

σz x(τ , z) =
∂R(τ , z)
∂uz

= h(θ)uz −A(θ)θτ

− δ1χzθz sin2
θ
(

1 +
1
2

sin2
θ
)
. (4)

Поскольку в нашем случае мы имеем дело с малыми
градиентами температуры |∇T|(∼ 0.1 K/µm), можно
ожидать, что температурное поле χ(τ , z) удовлетворяет
безразмерному уравнению теплопроводности [16]

δ4∂τ χ(τ , z) = −qz, (5)

где q = −χ ∂R(τ ,z)
∂χz

— проекция потока тепла поперек

слоя, а δ4 = ρmCpK10/(γ10λ⊥) — еще один параметр
системы. С учетом выражения для полной безразмерной
диссипационной функции Рэлея R(τ , z) последнее
уравнение может быть переписано в виде

δ4∂τ χ(τ , z) =
[
χz(3 cos2 θ + sin2

θ) + δ5χθz

×
(
θτ (1/2 + sin2 θ)− uz sin2 θ

(
1 +

1
2

sin2 θ
))]

z
, (6)

где δ5 = δ1/δ3.
Для решения системы нелинейных дифференциальных

уравнений в частных производных (1)−(3), (5) нам
необходимы начальные и граничные условия как для
полярного угла θ, так и для скорости u. Для этого рас-
смотрим вначале случай жесткого сцепления ЖК-моле-
кул с обеими ограничивающими поверхностями. Пред-
положим, что на верхней ограничивающей поверхности
реализуется планарная, а на нижней — гомеотропная
ориентации директора. Это позволяет записать гранич-
ные условия для полярного угла θ в виде

θ(z)z=0 = 0, θ(z)z=1 =
π

2
; (7)

начальное условие выберем в виде θ(0, z) = π
2

(0 < z < 1) и позволим системе релаксировать к равно-
весному распределению θeq(z) по всему сечению ГЖК-
ячейки. Граничные условия для скорости в случае от-
сутствия скольжения на ограничивающих поверхностях

принимают вид

u(z)z=0 = u(z)z=1 = 0. (8)

С другой стороны, когда на верхней ограничиваю-
щей поверхности реализуется случай мягкого сцепле-
ния ЖК-молекул с твердой стенкой, энергия сцепления
ЖК-молекул может быть записана в форме Рапини [7]
W = 1

2 A sin2 1θ, где 1θ = θs − θ0, а θs и θ0 — полярные
углы ориентации директора на верхней ограничивающей
поверхности при наличии и отсутствии внешних полей,
A — плотность энергии сцепления. Баланс моментов,
перенесенный на верхнюю поверхность, дает нам но-
вое граничное условие, которому должна удовлетворять
ориентация директора на этой поверхности:(

G(θ)
∂θ

∂z

)
z=1

=
Ad

2K30
sin 21θ. (9)

Теперь мы располагаем всем необходимым для того,
чтобы исследовать релаксационные процессы, протека-
ющие в ГЖК-ячейках под действием градиента темпера-
туры, направленного перпендикулярно ограничивающим
поверхностям. Вначале проведем качественный анализ
уравнений (1)−(3), (5), для этого рассчитаем значения
всех параметров δi (i = 1, . . . , 5). Для нематика 8ЦБ в
области температур существования нематической фазы
0.98 < χ < 1.0 (306.5 < T < 313 K) плотность ЖК ρm

равна 103 kg/m3, а значения экспериментальных данных
для упругой постоянной K10 и вязкости γ10 составляют
K10 ∼ 13 pN [17] и γ10 = 0.086 Pa · s [18] соответственно,
в то время как значения A, полученные различны-
ми экспериментальными методами [19], имеют порядок
∼ 10−7 J/m2. В дальнейшем используются зависимости
шести коэффициентов Лесли в (Pa · s) и двух упругих
коэффициентов Франка K1(T) и K3(T) от температу-
ры, приведенные в работах [18] и [17] соответственно.
Значения теплоемкости [20] Cp = 103 J/kg ·K и коэф-
фициентов теплопроводности [21] λ‖ = 0.24 W/m ·K и
λ⊥ = 0.13 W/m ·K были получены калориметрическими
методами, а значение термомеханического коэффици-
ента [10] ξ = 10−12 J/m · K найдено экспериментально
с помощью измерения максимальной скорости тече-
ния в ГЖК-ячейке. Размер ГЖК-ячейки d = 100µm.
В случае планарной ориентации директора на верх-
ней ограничивающей поверхности, когда оба поляр-
ных угла θs и θ0 близки к π/2, значение 1θ ма-
ло (1θ ∼ 1− 3◦) и sin 21θ ∼ 21θ, так что комбина-
ция Ad

2K30
sin 21θ ∼ 0.1. Это позволяет нам оценить

все параметры δi (i = 1, . . . , 5): δ1 ∼ 24, δ2 ∼ 2 · 10−6,
δ3 ∼ 24 · 1010, δ4 ∼ 6 · 10−4 и δ5 ∼ 10−10 соответственно.
С учетом малости параметра δ2 � 1 уравнение (2)
принимает вид

σz x = h(θ)uz −A(θ)θτ

− δ1χzθz sin2 θ
(

1 +
1
2

sin2 θ
)

= C(τ ), (10)

где значение C(τ ) не зависит от пространственной
переменной z и будет определено исходя из граничных
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условий (8). Уравнение (5) с учетом того, что δ4, δ5 � 1,
сводится к квазистационарному уравнению[

χz(3 cos2 θ + sin2 θ)
]

z
= 0. (11)

Решение уравнения (11) относительно безразмер-
ной температуры χ(τ , z) для случая, когда χ1 → χNA

(χNA = TNA/TNI), может быть записано в виде

χ(τ , z) =
1χ

I

z∫
z0

dz

3 cos2 θ + sin2 θ
+ χ1, (12)

где I =
1∫

z0

dz
3 cos2 θ+sin2 θ

, z0 = ξ‖/d — граница раздела

между нематической фазой размера [1, z0] и зарождаю-
щейся смектической фазой размера [z0, 0], 1χ = χ2 − χ1,
а χ2 и χ1 — безразмерные значения температуры на
ограничивающих поверхностях ячейки. Перейдем теперь
к описанию зарождающейся смектической фазы в том
случае, когда температура нижней ограничивающей по-
верхности T1 → TNA (χ1 → χNA).

3. Уравнения баланса угловых
и линейных моментов вблизи
нижней ограничивающей
поверхности при T1 → TNA

По мере того как температура нижней ограничи-
вающей поверхности приближается к температуре пе-
рехода TNA, в результате флуктуаций зарождающегося
смектического порядка возникает новый момент силы,
действующий на единицу объема ЖК-фазы [12,13],

Tfl =
[
π

2
kBT
l 2ξ‖

(uzτm)(n̂ · v̂)z − O
(
(uzτm)2

)]
cos θk̂, (13)

где τm ∼ ξ
3/2
‖ — время релаксации смектического пара-

метра порядка, ξ‖ = ξ0ζ
−ν — корреляционная длина па-

раллельно направлению директора n̂, ζ = T/TNA− 1 —
безразмерная температура, T = T(t, z) — температура
зарождающихся SmA-слоев в нематической фазе, ξ0 —
базовая корреляционная длина, ν — критический индекс,
v̂ = v/|v|— единичный вектор скорости, l — расстояние
между смектическими слоями, kB — постоянная Больц-
мана. Физический смысл Tfl заключается в том, что
сдвиговый поток u(τ , z) деформирует флуктуации смек-
тического порядка. Так, если n̂ ‖ v̂, то сдвиговый поток
стремится наклонить SmA-слои таким образом, чтобы
уменьшить расстояние между слоями. В результате от-
ветной реакции материала на эту деформацию возникает
возвратный момент Tfl [12,13]. В тех случаях, когда
n̂ ⊥ v̂, сдвиговый поток не деформирует внутреннюю
структуру зарождающейся смектической фазы и воз-
вратный момент Tfl отсутствует. Было показано [12,13],
что учет возвратного момента ведет к перенормировке

некоторых материальных коэффициентов, таких как ко-
эффициент Лесли

α3 = ᾱ3 +
π

2
kBT
l 2

τm

ξ‖
(14)

и коэффициент изгибной деформации Франка

K3 = K̄3 +
πξ0

l 2

kBT
6

ζ−ν , (15)

где ᾱ3 и K̄3 — значения этих коэффициентов при темпе-
ратурах, далеких от TNA. Из выражения (14) следует, что
коэффициент Лесли имеет асимптотику α3 ∼ ζ−ν/2, в то
время как коэффициент Франка K3 ∼ ζ−ν . Как показали
результаты рентгеноструктурного анализа, предсмекти-
ческие аномалии поведения вязкоупругих коэффициен-
тов для 8ЦБ наблюдаются при значениях темпера-
тур 0 < ζ ≤ 10−3 или 306.5 < T < 306.7 K [11]. Так,
в интервале температур −5 < lg ζ < −2 базовая кор-
реляционная длина 8ЦБ может быть оценена как [11]
ξ0 = 0.45 nm, а критический индекс как ν = 0.67± 0.03.
Принимая во внимание, что limζ→0

K3
γ1
∼ O(ζ−ν/2), урав-

нение баланса моментов (1) в области [0, ξ‖], прилега-
ющей к нижней ограничивающей поверхности, можно
записать в виде [22]

cos θ(z̄)
[
cos(θ)(z̄)θz z(z̄)− sin θ(z̄)θ2

z̄(z̄)
]

= 0, (16)

где z̄ = z/ξ‖ — безразмерное расстояние от нижней
ограничивающей поверхности в SmA-фазу. Это уравне-
ние в случае ГЖК-ячейки имеет два решения: θ = π

2
и θeq(z̄) = arcsin(C1z̄ + C2), где C1 и C2 — константы.
Таким образом, асимптотическое выражение для по-
лярного угла θeq(z̄) в зарождающейся SmA-фазе разме-
ром [0, ξ‖] вблизи нижней ограничивающей поверхности
может быть записано в виде

θeq(z) = arcsin(z/z0), (17)

где z ∈ [0, z0], z0 = ξ‖/d — граница раздела между
нематической фазой размером [1, z0] и зарождающейся
смектической фазой размером [z0, 0], а безразмерное
расстояние от нижней ограничивающей поверхности в
смектическую фазу дано в единицах z = z/d. Здесь
для простоты выбраны значения констант C1 = 1 и
C2 = 0. Для этих же значений z ∈ [0, z0] уравнение
Навье−Стокса (2) принимает вид

1
2

sin2 θeq(z)uz = C(τ ). (18)

Последнее уравнение с учетом (17) имеет решение в
виде

u(z) = −2z2
0

C(τ )
z

. (19)

Предельное значение полярного угла limz→z0 θeq(z), со-
гласно условию (17), равно π

2 , в то время как пре-
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дельное значение скорости, согласно условию (18),
limz→z0 u(z) = −2z0C(τ ). Таким образом, граничные
условия для описания процесса релаксации поля дирек-
тора в случае T1 → TNA принимают вид

θ(z)z=1,z0 =
π

2
, (20)

u(z)z=1 = 0, u(z)z=z0 = −2z0C(τ ). (21)

Последнее условие для скорости означает, что на ниж-
ней границе (z = z0) должно выполняться условие про-
скальзывания. Следует отметить, что функция C(τ ) мо-
жет быть определена из уравнения (10) и условий (21).

4. Исследование ориентационной
релаксации в ГЖК-ячейке
при T1 → TNA

В случае, когда температура нижней ограничиваю-
щей поверхности T1 → TNA, релаксация поля директора
n̂(τ , z), а также поля скорости u(τ , z) и температуры
χ(τ , z) к их равновесным распределениям по сечению
ГЖК-ячейки может быть описана посредством решения
системы безразмерных нелинейных дифференциальных
уравнений в частных производных (1), (10) и (12)
совместно с граничными условиями (20), (21) с помо-
щью метода релаксации [23]. Для случая нематика 8ЦБ
максимальный интервал существования нематической
фазы равен [0.98, 1.0] или [306.5, 313 K]. Рассмотрим
случай, когда температура нижней ограничивающей по-
верхности T1 = 306.7 K или χ1 ∼ 0.981. Размер зарожда-
ющейся SmA-фазы, соответствующий этой температуре,
равен z0 = ξ‖/d ∼ 4 · 10−4. На рис. 1, a−c представле-
ны результаты расчета эволюции угла θ(τ , z) к его
равновесному распределению θeq(z) по сечению ГЖК-

ячейки с шагом по времени τk = k
6 τR(1χ) (k = 1, . . . , 6)

для трех значений 1χ : 0.01 (1T ∼ 4 K) (τR = 0.3); 0.005
(1T ∼ 1.9 K) (τR = 0.6) и 0.015 (1T ∼ 6 K) (τR = 0.12)
соответственно. Здесь τR означает время релакса-
ции системы, при этом каждому перепаду температу-
ры 1χ соответствует свое время релаксации τR(1χ).
В рассматриваемом случае образец нематика 8ЦБ
прогревался сверху (χ2 > χ1), а критерием сходимо-
сти итерационной процедуры была выбрана величина
ε =

∣∣(θ(m+1)(τ , z)− θ(m)(τ , z)
)
/θ(m)(τ , z)

∣∣ ∼ 10−4. Здесь
m — номер итерации. Результаты расчета эволюции
поля скорости u(τ , z) к его равновесному распределе-
нию ueq(z) по сечению ГЖК-ячейки представлены на
рис. 2. Обозначения на рис. 2 те же, что на рис. 1.
Процесс релаксации поля скорости к его равновесному
распределению по сечению ГЖК-ячейки характеризует-
ся монотонным убыванием |u(τ , z)| с ростом безраз-
мерного времени τ для трех температурных режимов
1χ = 0.01, 0.005 и 0.015. При этом значения времени
релаксации поля скорости τR(1χ) те же, что и для
поля директора. Максимальное значение безразмерной

Рис. 1. Релаксация полярного угла θ(τ , z) в (rad) к
его равновесному распределению θeq(z) по сечению ГЖК-
ячейки. Кривые 1−6 — решения уравнений (1), (10)
и (12) с граничными условиями (20) и (21) для значений
1χ = 0.01 (a), 0.005 (b) и 0.015 (c), отвечающие момен-
там времени τ (k) = k

6 τR(1χ), где k = 1, . . . , 6; τR(0.01) = 0.3,
τR(0.005) = 0.6 и τR(0.015) = 0.12 — соответствующие време-
на релаксации.

Рис. 2. Эволюция поля скорости u(τ , z) к его равновесному
распределению ueq(z) по сечению ГЖК-ячейки. Обозначения
те же, что на рис. 1.

скорости ueq(z) =
γ10d
K10

v
eq
x (z) в ГЖК-ячейке с T1 ∼ 0.981

(∼ 306.7 K) равно ∼ 35 (∼ 53µm/s) при 1χ = 0.01 (a),
∼ 17 (∼ 26µm/s) при 1χ = 0.005 (b) и ∼ 60 (∼ 91µm/s)
при 1χ = 0.015 (c). Эволюция поля температуры χ(τ , z)
к его равновесному распределению по сечению ГЖК-
ячейки для трех температурных режимов 1χ = 0.01 (a),
0.005 (b) и 0.015 (c) представлена на рис. 3 и характе-
ризуется практически линейным убыванием поля χ(τ , z)
от значения χ2 на верхней границе z = 1 до значения χ1

на нижней границе z = z0. Результаты расчетов пока-
зали, что градиент температуры, направленный снизу
вверх, генерирует стационарный поток в отрицательном
направлении. Влияние этого градиента температуры на
распределение поля директора столь велико, что при
1χ = 0.015(∼ 6 K) в центральной части ГЖК-ячейки
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Рис. 3. Эволюция поля температуры χ(τ , z) к его рав-
новесному распределению χeq(z) по сечению ГЖК-ячейки.
Обозначения те же, что на рис. 1.

направление поля директора противоположно направле-
нию поля директора вблизи границ. При этом время
релаксации τR(1χ) убывает с ростом 1χ . Так, при
1χ = 0.005 (∼ 1.9 K) время релаксации τR(0.005) = 0.6
(∼ 36 s), тогда как при 1χ = 0.015 (∼ 6 K) время релак-
сации в 5 раз меньше и равно τR(0.015) = 0.12 (∼ 7 s)
как для случая релаксации поля директора, так и для

Рис. 4. Релаксация компонент тензора напряжений σzz(τ , z) (a), σxz(τ , z) (b), σzx(τ , z) (c) и σxx(τ , z) (d) к их равновесным
распределениям по сечению ГЖК-ячейки. Обозначения те же, что на рис. 1. 1χ = 0.01.

случая релаксации поля скорости. В случае слабого
сцепления ЖК-молекул с более теплой ограничиваю-
щей поверхностью характер релаксации безразмерно-
го поля скорости качественно остается прежним и
характеризуется острым экстремумом вблизи верхней
ограничивающей поверхности. Так, в том случае, когда
Ad
K30

1θ = 0.1, максимальное значение |umax
eq (z)| ∼ 56.7

(∼ 85.5µm/s), а время релаксации τR ∼ 0.15 (∼ 9 s), в
то время как в случае жесткого сцепления ЖК-молекул
с верхней ограничивающей поверхностью максимальное
значение |umax

eq (z)| ∼ 57.3 (∼ 87µm/s), а время релак-
сации τR ∼ 0.12 (∼ 7 s). Такое поведение равновесного
распределения ueq(z) вблизи верхней ограничивающей
поверхности позволяет нам утверждать, что характер
сцепления ЖК-молекул с ограничивающей поверхно-
стью практически не влияет на характер и величину
времени релаксации поля скорости.

5. Ориентационная релаксация
компонент тензора напряжений
при T1 → TNA

Обратимся теперь к проблеме релаксации компо-
нент тензора напряжений σi j , которые можно полу-
чить непосредственно, исходя из полной функции Рэлея
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Рис. 5. То же, что и на рис. 4, при значениях 1χ = 0.015.

R(t, z) =
( K2

10
γ10d4

)
R(τ , z) как [2,5,24]

σz x(τ , z) =
∂R(τ , z)
∂uz

. (22)

Располагая значениями σz x и используя соотношение

σz x(τ , z)− σxz(τ , z) = ∂R(τ ,z)
∂θτ

, можем рассчитать

σxz(τ , z) = σz x(τ , z)−
(

G(θ)θz
)

z
+

1
2

Gθ(θ)θ2
z . (23)

В случае плоской геометрии выражение баланса линей-
ных моментов (3) позволяет нам рассчитать компоненты
нормальных напряжений тензора σi i (i = x, z)

σxx(τ , z) = −P(τ , z), (24)

σz z(τ , z) = −P(τ , z)− G(θ)θ2
z , (25)

где P(τ , z) = d2

K10
P̄(t, z) — безразмерное гидростатиче-

ское давление в системе. Результаты расчета компо-
нент тензора напряжений σz z(τ , z), σxz(τ , z), σz x(τ , z)
и σxx(τ , z) по сечению ГЖК-ячейки от более холод-
ной нижней границы z = z0 к более теплой верх-
ней границе z = 1 для случая двух температурных
режимов 1x = 0.01 и 0.015 представлены на рис. 4
и 5 соответственно. На рис. 4 показана эволюция
σz z(τ , z) (a), σxz(τ , z) (b), σz x(τ , z) (c) и σxx(τ , z) (d)
в зависимости от z/d для различных моментов вре-

мени τ (k) =
(

k
6

)
τR, где K = 1, . . . , 6, при этом время

релаксации τR = τ (6) = 0.12 (∼ 7 s). Равновесное рас-
пределение значений нормальных компонент σz z(z) и
σxx(z) характеризуется острыми экстремумами вбли-
зи ограничивающих поверхностей z = 1 и z = z0 и
|σi i (z)| → 0 в центре ГЖК-ячейки. Равновесное рас-
пределение тангенциальной компоненты σxz(z) харак-
теризуется осцилляционным поведением отрицательных
значений σxz(z) с ростом z/d, в то время как функция
σz x(z), согласно уравнению (10), постоянна по всему
сечению ГЖК-ячейки. В данном случае с ростом 1χ

от значения 0.01 (∼ 4 K) до 0.015 (∼ 6 K) абсолют-
ная величина компонент тензора напряжений |σi i (z)|
в среднем возрастает на 25%. При этом максималь-
ное значение размерной величины тензора напряжений

σ̄i j =
(K10

d2

)
σi j на заключительной стадии эволюционного

процесса ∼ 0.09 Pa достигается для случая нормальной
компоненты σ̄z z вблизи более теплой ограничивающей
поверхности z = 1. Располагая значениями как компо-
нент тензора напряжений σi j (τ , z), так и поля скорости
u(τ , z), мы можем рассчитать значения сдвиговой (ηs) и
нормальной (ηc) вязкостей в ГЖК-ячейках:

ηs = σz x(τ , z)/uz, (26)

ηc = σxx(τ , z)/uz. (27)
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Рис. 6. Релаксация сдвиговой ηs(τ , z)/γ10 (a) и сжимающей
ηc(τ , z)/γ10 (b) вязкостей к их равновесным значениям в
двух точках ГЖК-ячейки z/d = 0.04 (1) и 0.96 (2). Значения
1χ = 0.015.

Рис. 7. Распределение равновесных сдвиговой ηs(z) (1) и
сжимающей ηc(z) (2) вязкостей по сечению ГЖК-ячейки.
Значение 1χ = 0.015.

Характер релаксации этих безразмерных коэффициентов
вязкости к их равновесным значениям для двух расстоя-
ний z/d = 0.04 (вблизи нижней границы) и 0.96 (вблизи
верхней границы) представлен на рис. 6, а их равновес-
ное распределение по сечению ГЖК-ячейки показано на
рис. 7. Результаты расчета релаксации коэффициентов
вязкости ηs(τ , z) (рис. 6, a) и ηc(τ , z) (рис. 6, b) к
их равновесным значениям ηs(c) показали, что время
релаксации τR этих материальных коэффициентов сов-
падает со временем релаксации как поля директора, так
и поля скорости. При этом время релаксации τR(1χ)
убывает с ростом 1χ . Так, с ростом 1χ от 0.01 до
0.015 величина τR(1χ) убывает от 0.3 (∼ 18 s) до 0.12
(∼ 7 s) соответственно. Отметим, что в центре ГЖК-
ячейки значения сдвиговой вязкости ηs в 2 раза меньше,
чем на краях ячейки (ηs(0.5)/ηs(0.1) = 0.5), в то время
как величина ηc в центре ячейки практически на два
порядка меньше по сравнению с ηc вблизи краев ячейки

(ηc(0.5)/ηc(0.1) = 10−2). Такое поведение равновесного
распределения вязкости ηc указывает на то, что нор-
мальная компонента тензора напряжения σxx сильно
влияет как на характер релаксации, так и на равновесное
распределение ηc(z) по сечению ГЖК-ячейки.

6. Заключение

Предыдущие исследования ориентационных процес-
сов релаксации в цианобифенилах, таких как 5ЦБ [2,5],
которые образуют нематическую фазу при температу-
рах, близких к комнатным, показали, что градиент тем-
пературы, направленный вертикально к границам ГЖК-
ячейки, инициирует гидродинамическое течение ЖК в
горизонтальном направлении. На величину и направле-
ние течения ЖК-фазы влияют как направление градиен-
та температуры, так и характер сцепления ЖК-молекул
с ограничивающими поверхностями. При этом темпе-
ратурный режим на обеих поверхностях соответство-
вал температурному интервалу существования ЖК-фазы
5ЦБ. В случае другого цианобифенильного соединения,
такого как 8ЦБ, которое обнаруживает фазовый пере-
ход нематик−смектик A, по мере охлаждения одной
из ограничивающих поверхностей, например нижней,
по направлению к температуре, соответствующей TNA,
релаксационный процесс, обусловленный градиентом
температуры, обнаруживает ряд особенностей. Эти осо-
бенности вызваны формированием новой SmA-фазы по
мере того как T1 → TNA. На макроскопическом уровне
описания это проявляется в аномальном росте величин
ряда материальных коэффициентов, таких как враща-
тельная вязкость и изгибная деформация Франка, что в
конечном итоге сказывается на характере баланса как
линейных, так и вращательных моментов, действующих
на единицу объема ЖК-фазы в пристенном слое. Все это
ведет к тому, что граничные условия, которым должны
удовлетворять полярный угол и скорость, существенно
изменяются. Так, гибридная ориентация для полярного
угла θ (7) заменяется условием (20), соответствующим
планарной ориентации полярного угла на обеих гра-
ницах, а условие отсутствия скольжения на ограничи-
вающих поверхностях заменяется условием (21). Это
условие подразумевает, что на нижней ограничивающей
поверхности z = z0 (там, где формируется смектическая
фаза) должно выполняться условие проскальзывания, а
величина скорости на этой границе пропорциональна
размеру новой SmA-фазы. Поскольку размер этой SmA-
фазы очень мал (∼ 40 nm при T1 ∼ 306.7 K), величи-
на скорости u(z)z=z0 = −2z0C(τ ) на границе раздела
N−SmA также мала относительно скорости в объеме
ГЖК-ячейки. Но даже такое незначительное изменение
граничного условия для скорости ведет к кардинальному
изменению релаксационного процесса поля скорости
u(τ , z). В 8ЦБ гидродинамический равновесный поток
u(z) направлен в отрицательном направлении и характе-
ризуется острым минимумом вблизи более теплой верх-
ней ограничивающей поверхности (рис. 2), в то время
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как для 5ЦБ при том же направлении и величине гра-
диента температуры гидродинамический равновесный
поток u(z) направлен в положительном направлении
и характеризуется острым максимумом вблизи более
теплой ограничивающей поверхности (рис. 1 в [5]).
Качественно меняется и характер релаксации компонент
тензора напряжений σi j . Для примера можно сравнить
рис. 4 работы [5] и рис. 4 настоящей работы. Все
это свидетельствует о том, что флуктуации локального
смектического порядка сильно влияют не только на
статические параметры ЖК-системы, такие как коэффи-
циенты упругости Франка, но и на релаксационные про-
цессы в ЖК-системе, обусловленные градиентом тем-
пературы. Таким образом, мы надеемся, что настоящая
работа дает ответы на некоторые вопросы, связанные
с описанием релаксационных процессов, протекающих
в ГЖК-ячейках в случае, когда температура одной из
ограничивающих поверхностей T1 → TNA.
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