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Теоретически исследовано влияние геометрической формы поперечного сечения на энергетические

характеристики металлической нанопроволоки. В рамках модели бесконечно глубокой потенциальной ямы

с использованием теории возмущений рассчитаны размерные осцилляции энергии Ферми. Вычисления

проведены для Au и Al. Показано, что в первом порядке теории возмущений
”
эллиптичность“ поперечного

сечения при малом эксцентриситете можно учесть модификацией граничных условий для радиальной

волновой функции электронов.

Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки Украины (проект № 04313).

1. Введение

Металлические 1D-системы являются предметом ин-

тенсивных теоретических и экспериментальных иссле-

дований последних лет [1–7]. Расчет энергетического

спектра в таких наносистемах, как правило, выполняют в

рамках моделей, которые лучше описывают особенности

их геометрической формы. Для цилиндрических кванто-

вых проволок существуют точные решения уравнения

Шредингера, позволяющие определить энергетический

спектр и размерную зависимость энергии Ферми [8,9].
Еще одной задачей, допускающей нахождение точных

решений, является задача о расчете энергетического

спектра электронов в эллиптической квантовой прово-

локе [10]. Эта задача интересна еще и тем, что сече-

ние реальных металлических нанопроволок вследствие

действия поперечных напряжений или поперечного дав-

ления близко к эллиптическому. Для эллиптической

квантовой ямы с бесконечно высокими стенками и

произвольной величиной эксцентриситета существуют

точные решения уравнения Шредингера [11].

Использование указанных выше подходов для расчета

энергии Ферми и оптических характеристик эллипти-

ческой квантовой проволоки с малым эксцентрисите-

том является неэффективным ввиду отсутствия удобных

асимптотик функций Матье и большого объема необхо-

димых расчетов.

Целью настоящей работы является исследование вли-

яния геометрии поперечного сечения нанопроволок на

размерную зависимость энергии Ферми. Для этого ис-

пользуются метод возмущения формы границы и
”
стан-

дартный“ подход теории возмущений, когда оператор

возмущения входит в гамильтониан. Аналогичные идеи

используются в ядерной физике для расчета энерге-

тических уровней деформированного ядра [12], в ме-

ханике деформированного твердого тела для расчета

смещений, деформаций и напряжений в окрестности

полостей различной геометрической формы: эллиптиче-

ских цилиндров, эллипсоидов [13], а также в физике

низкоразмерных систем для расчета влияния дефор-

мации формы сферического нанообъекта на квантовые

состояния находящейся в нем частицы [14].

2. Энергетический спектр электронов
в эллиптической квантовой
проволоке с малым
эксцентриситетом

В общем случае волновые функции и энергетиче-

ский спектр электронов в металлической проволоке,

имеющей форму эллиптического цилиндра, нужно рас-

сматривать в эллиптической цилиндрической системе

координат. Однако в случае эллиптического сечения с

малым эксцентриситетом (ε =
√

1− b2/a2 ≪ 1, a и b —

соответственно большая и малая полуоси эллипса)
эту задачу можно решать в цилиндрической системе

координат с
”
возмущенными“ граничными условиями.

За нулевое приближение примем радиальную волновую

функцию электрона в цилиндрической квантовой прово-

локе [9]

Rmn(ρ) =

√
2

ρ0|L′

m(kmnρ0)|
Im(kmnρ), (1)

где ρ0=(a +b)/2 — эффективный радиус; kmn =amn/ρ0;

amn — положительные нули функции Бесселя m-го по-

рядка Im(ξ), n = 1, 2, 3, . . .; штрих означает производ-

ную по ξ .

Вследствие малости эксцентриситета эллиптического

сечения проволоки значения волновой функции на гра-

нице можно разложить в ряд Тейлора по степеням экс-

центриситета. Ограничиваясь первыми двумя членами

разложения, граничное условие для случая эллиптиче-
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ского цилиндра можно записать в виде

Im(kmnρ0)ερ0
dIm(kmnρ)

dρ

∣

∣

∣

ρ=ρ0
= 0. (2)

Используя рекуррентные соотношения для производ-

ной от функции Бесселя и функций Бесселя (m − 1)-, m-

и (m + 1)-го порядков [15], получим уравнение

(1 + εm)Im(kmnρ0) − εkmnρ0Im+1(kmnρ0) = 0. (3)

Таким образом, соотношение (3) определяет спектр

электронов в эллиптической квантовой проволоке с

малым эксцентриситетом.

Для использования
”
стандартного“ подхода теории

возмущений необходимо получить выражение для опе-

ратора возмущения. С этой целью запишем оператор

Лапласа в эллиптической цилиндрической системе ко-

ординат, а затем перейдем к цилиндрической системе

координат. При этом в низшем по ε приближении

поправка на эллиптичность имеет вид (см. приложение)

1′ = 2ε2 cos4 ϕ
1

ρ

∂

∂ρ
. (4)

Выражение (4) указывает на то, что если использо-

вать в этом случае цилиндрическую систему координат,

то разделение переменных в уравнении Шредингера

невозможно. Однако вследствие того что 1′ ∼ ε2, этим

возмущением можно пренебречь по сравнению с возму-

щением в граничных условиях, пропорциональным ε.

Энергия Ферми определяется путем подсчета числа

занятых электронных состояний в проволоке с учетом

размерного квантования [9]

n̄ =
2

π2ρ20

∑

m,n

√

k2
F −

(amn

ρ0

)2

, (5)

где суммирование проводится по всем значениям m и n,
для которых

amn < kFρ0, (6)

и считается, что концентрация электронов n̄ в проволоке

такая же, как и в 3D-металле.

3. Оценки поправок к собственным
значениям энергии электрона

Собственные значения энергии электрона в 1D-метал-

лической системе определяются соотношением

Emn =
~
2k2

mn

2me
, (7)

где me — масса свободного электрона, а для kmn можно

записать разложение по степеням эксцентриситета

kmn = k(0)
mn + εk(1)

mn + ε2k(2)
mn + . . . . (8)

Следовательно, поправка первого порядка к энергети-

ческому спектру может быть представлена в виде

E(1)
mn =

~
2k(0)

mnεk(1)
mn

2me
. (9)

Для оценки величины k(1)
mn воспользуемся уравнени-

ем (3), из которого получим

mIm(k(1)
mnρ0) = k(1)

mnρ0Im+1(k
(1)
mnρ0).

Подставляя вместо функций Бесселя асимптотические

выражения для случая ξ ≪ 1 [15]

Im(ξ) =

(

ξ

2

)m
1

Ŵ(m + 1)
,

для поправки к энергии электрона в эллиптической

квантовой проволоке окончательно будем иметь

E(1)
mn =

~
2k(0)

mnε

2me

√

2m(m + 1)

ρ0
. (10)

Найдем теперь поправку к энергии в низшем порядке

теории возмущений как среднее значение оператора

возмущения

Ĥ′ = − ~
2

2me
1′, (11)

используя формулы для волновой функций и

комплексно-сопряженной с ней волновой функции,

полученные в [9],

ψ(0)
mnp =

√
2

ρ0|I ′m(kmnρ0)|
Im(kmnρ)

1√
2π

eimϕ 1√
L

eikz pz ,

ψ(0)∗

mnp =

√
2

ρ0|I ′m(kmnρ0)|
Im(kmnρ)

1√
2π

e−imϕ 1√
L

e−ikz pz .

В результате можно записать

E(1)
mnp = − 3~

2ε2

8meρ
2
0

I2m(kmnρ0)

I ′2m(kmnρ0)
. (12)

Если kmnρ0 ≪ 1, m — фиксированное, то можно

воспользоваться асимптотиками для функций Бесселя и

их производных. Тогда

I2m(kmnρ0)

I ′2m(kmnρ0)
=

k2
mnρ

2
0

m2
. (13)

Подставляя (13) в (12), получаем

E(1)
mnp = −3~

2ε2

8me

k2
mn

m2
. (14)

Таким образом, поправка к собственным значениям

энергии, полученная с использованием
”
стандартной“

теории возмущений, пропорциональна ε2, и в первом

порядке теории ее можно не учитывать.
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4. Результаты вычислений
и их обсуждение

Расчеты были выполнены для проволок из золота и

алюминия с концентрацией электронов n̄ = 3/4πr3s с

соответствующим значением r s = 3.01a0 и 2.07a0.

На рисунке, a представлена размерная зависимость

энергии Ферми круговой (кривая 1) и эллиптической

(кривые 2 и 3) проволок Au, нормированная на энер-

гию Ферми 3D-металла ε0F . На размерной зависимости

энергии Ферми проволок зубец (т. е. скачок производ-

ной dεF/dρ)) появляется тогда, когда увеличивающийся

эффективный радиус ρ0 принимает такое значение ρ0m′n′ ,

при котором условие (6) начинает выполняться еще для

одной пары чисел (m′, n′):

am′n′ = kFρ0m′n′ .

Расстояние между соседними зубцами

1d ≈ 2(am′n′ − amn)

k0
F

получается при наложении корней функций Бесселя

разных порядков и изменяется на первый взгляд слу-

чайно [9].
Качественно зависимости εF(d) для круговой и эллип-

тической проволок подобны. Так, с увеличением эффек-

тивного диаметра d
”
период“ и амплитуда осцилляций

уменьшаются и стремятся к нулю. Влияние геометрии

поперечного сечения проволоки проявляется в уменьше-

нии величины энергии Ферми с ростом эксцентриситета,

что обусловлено снижением энергетических уровней и

уменьшением расстояния между ними. В целях тестиро-

вания поведения кривых на рисунке можно проследить

поведение уровня Eα = π2
~
2α2/(2mea2

0) при α = 1 для

проволоки квадратного сечения a2
0 = const, когда она

вытягивается в прямоугольную проволоку того же се-

чения ax ay = a2
0. При такой деформации энергетическая

щель между подзонами уменьшается, т. е. весь спектр

сдвигается вниз по шкале энергий, что качественно

соответствует рисунку.

Рисунок демонстрирует также влияние величины экс-

центриситета на размерные осцилляции энергии Ферми

(кривые 2 и 3). С увеличением эксцентриситета в 2 раза

энергия Ферми уменьшается, происходит незначитель-

ное снижение амплитуды осцилляций и сдвиг максиму-

мов и минимумов вправо.

На рисунке, b изображены аналогичные зависимости

для проволок Al, для которых уменьшение амплитуды

осцилляций и смещение максимумов более существен-

ные. Особенности размерной зависимости энергии Фер-

ми проволок разных металлов объясняются исключи-

тельно разными значениями k0
F. Так, для проволоки Al

по сравнению с проволокой Au масштаб 1d осцилляций

мельче, поскольку больше плотность распределения кор-

ней amn, примерно равная k0
Fρ0/π, амплитуда меньше, а

сглаженное значение εF/ε
0
F ниже.

Размерная зависимость энергии Ферми нанопроволок Au (a)
и Al (b) с различным эксцентриситетом: ε = 0 (1), 0.05 (2)
и 0.1 (3).

5. Заключение

В работе исследовано влияние геометрии поперечного

сечения на энергетические характеристики 1D-метал-

лических систем. В модели свободных электронов по-

лучены размерные зависимости энергии Ферми эл-

липтических нанопроволок с малым эксцентриситетом.

Доказано, что изменение формы поперечного сечения

в первом порядке теории возмущений можно учесть

путем модификации граничного условия для радиальной

волновой функции электронов в круговой проволоке.

Показано, что деформация кругового сечения приводит к

уменьшению энергии Ферми, что обусловлено снижени-

ем энергетических уровней и уменьшением расстояний

между ними. С ростом эксцентриситета энергия Ферми

уменьшается, происходит незначительное снижение ам-

плитуды осцилляций и сдвиг максимумов и минимумов

вправо, причем для проволоки Al эти эффекты выраже-

ны ярче.

Физика твердого тела, 2014, том 56, вып. 6
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Приложение. Вывод формулы для
оператора возмущения

Для получения выражения оператора возмущения

необходимо оператор Лапласа, записанный в эллип-

тической цилиндрической системе координат (ЭЦСК)
(ξ, η, z ),

1 =
1

f 2(sh2 ξ + sin2 η)

(

∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2

)

+
∂2

∂z 2
(П1)

выразить через переменные цилиндрической системы

координат (ЦСК) (ρ, ϕ, z ), используя связи между ними:

ρ = f
√

ch2 ξ cos2 η + sh2 ξ sin2 η,

ϕ = arctg(tg η th ξ), (П2)

где f =
√

a2 − b2 — фокусное расстояние, ε = 1/ ch ξ —

эксцентриситет.

Выражая производные первого и второго порядков по

координатам ЭЦСК через производные по координатам

ЦСК с использованием связей (П2), после достаточно

громоздких преобразований получаем выражение для

оператора Лапласа в ЭЦСК, записанное через производ-

ные ЦСК,

1 =
1− ε2+ ε4 cos2 η sin2 η

(1− ε2sin2 η)(1− ε2cos2 η)

[

∂2

∂ρ2
+

1

ρ2
∂2

∂ϕ2

]

+
∂2

∂z 2

+
(1− ε2cos2η) cos2η+ (1− ε2)(1− ε2cos2η)(1− cos2η)

1− ε2 + ε4 cos2 η sin2 η

× 1

ρ

∂

∂ρ
. (П3)

Упрощая формулу (П3), перепишем оператор Лапласа в

следующем виде:

1 =
∂2

∂ρ2
+

1− (1− 2 cos4 η)ε2 + ε4 cos2 η sin2 η

1− ε2 + ε4 cos2 η sin2 η

× 1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z 2
. (П4)

Сравнивая выражение (П4) с оператором Лапласа

в ЦСК, можно записать для геометрической поправки

(поправки на эллиптичность)

1′ =
2ε2 cos4 η

1− ε2 + ε4 cos2 η sin2 η

1

ρ

∂

∂ρ
.

В низшем по ε порядке теории возмущений эта

поправка равна

1′ = 2ε2 cos4 η
1

ρ

∂

∂ρ
. (П5)

В том же порядке теории возмущений можно считать,

что cos4 η = cos4 ϕ. Таким образом, поправка на эллип-

тичность принимает вид (4).
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