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Построена микроскопическая теория спиновых флуктуаций ансамбля электронов, локализованных на

донорах в объемном полупроводнике. Учитывается как сверхтонкое взаимодействие электронного спина с

ядерными спинами основной решетки, так и обменное взаимодействие между электронами. Разработана

модель кластеров для расчета спектров спинового шума ансамбля локализованных носителей заряда.

Показано, что межэлектронное обменное взаимодействие приводит к эффективному усреднению случайных

ядерных полей и сдвигу пика в спектре спиновых флуктуаций к более низким частотам.
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1. Введение

Бурное развитие полупроводниковой спинтроники и

поиск систем со сверхдлинными временами спиновой

релаксации носителей заряда привели к развитию экс-

периментальных методик изучения спиновой динамики.

Одним из наиболее перспективных методов такого рода

является спектроскопия спинового шума, предложенная

Александровым и Запасским более тридцати лет назад

для исследования магнитного резонанса в атомных га-

зах [1] (см. также [2]) и развитая в последние годы для

изучения динамики спинов в объемных полупроводни-

ках, квантовых ямах и квантовых точках [3–9] (см. также
обзоры [10,11]). Наряду с этим экспериментально и

теоретически исследуются спиновый шум ядер [12] и

флуктуации спинового тока [13,14].
Спектроскопия спинового шума основана на пропус-

кании через образец зондирующего линейно поляризо-

ванного луча и измерении флуктуаций углов фарадеев-

ского или керровского вращения, а также эллиптично-

сти. Эти флуктуации характеризуются корреляционны-

ми функциями, которые связаны с автокорреляционной

функцией компонент спина 〈Sz (t)Sz (t′)〉, где ось z — на-

правление распространения зондирующего луча. Фурье-

образ спинового коррелятора характеризует интенсив-

ность спиновых флуктуаций, он содержит информацию о

распределении частот спиновой прецессии и о временах

спиновой релаксации и/или дефазировки.

В работе [15] развита теория спиновых флуктуаций

в ансамблях электронов и дырок, локализованных в

квантовых точках. В частности, было показано, что

спектр спинового шума отражает особенности распреде-

ления случайных ядерных полей, которые играют опре-

деляющую роль в дефазировке спинов локализованных

носителей заряда. Другой перспективной системой с

точки зрения исследования спиновых шумов является

ансамбль доноров или акцепторов в объемных полупро-

водниках [16]. При низких температурах и не слишком

высоких концентрациях примесей электроны и дырки

локализованы, и их спины эффективно взаимодействуют

со спинами ядер решетки. Именно в таких системах

можно достичь предельно длинных времен спиновой

релаксации электронов [17–19]. Однако в объемных

полупроводниках для локализованных электронов суще-

ственную роль может играть обменное взаимодействие

между ними [19,20].

Цель настоящей работы состоит в теоретическом

исследовании проявлений обменного взаимодействия

между электронами в спектрах их спиновых флуктуаций.

2. Модель

Рассматривается ансамбль электронов, локализован-

ных на донорах в объемном полупроводнике типа GaAs.

Учитывается сверхтонкое взаимодействие электронно-

го спина с окружающими ядерными спинами, а так-

же обменное взаимодействие между локализованными

электронами. Гамильтониан такой системы может быть

представлен в виде

Ĥ = ~

∑

i

�i ŝi +
∑

i 6=k

J ik ŝi ŝk . (1)

Здесь нижние индексы i, k нумеруют доноры, ŝi —

оператор спина электрона с компонентами σ
(i)
x /2, σ

(i)
y /2,

σ
(i)
z /2, где σ

(i)
α (α = x , y, z ) — матрицы Паули, действу-

ющие на спиновые переменные i-го электрона (точнее
говоря, электрона, локализованного на i-м доноре),
�i — частота прецессии спина электрона в поле ядерной

флуктуации, J ik = Jki — константа обменного взаимо-

действия i-го и k-го электронов. Последняя экспоненци-
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ально зависит от расстояния между донорами Rik [21,22]:

J ik ≈ 0.82R

(

Rik

aB

)5/2

exp

(

−2
Rik

aB

)

.

Здесь R и aB — электронный ридберг и боровский
радиус соответственно (в GaAs R ≈ 4meV, aB ≈ 120�A);
предполагается, что Rik ≫ aB. В равновесии ядер-
ные спиновые флуктуации описываются распределени-
ем Гаусса [15,23]

Fδe (�) =
1

π3/2δ3e
exp

(

−�2

δ2e

)

, (3)

где величина δe характеризует дисперсию флуктуа-
ций: 〈�2〉 = 3δ2e /2. Типичная величина частоты спино-
вой прецессии в поле ядерной флуктуации в арсени-
де галлия составляет

√

〈�2〉 ∼ 2 · 108 s−1 [16,23], так
что при расстоянии между донорами ∼ 0.1µm меж-
электронное обменное взаимодействие сопоставимо со
сверхтонким. Это соответствует концентрации доноров
nd = 1014−1015 cm−3. Отметим, что в GaAs переход
изолятор−металл происходит при значительно больших
концентрациях доноров: ∼ 2 · 1016 cm−3 [19]. Таким обра-
зом, для описания спинового шума электронов, локали-
зованных на донорах в объемных полупроводниках, даже
при достаточно низком уровне легирования следует
учитывать конкуренцию обменного взаимодействия меж-
ду электронами и сверхтонкого взаимодействия спинов
электронов и ядер. Анализ этой конкуренции является
основной целью настоящей работы.
Детектирование спиновых флуктуаций осуществляет-

ся путем измерения флуктуаций спиновых эффектов
Фарадея, Керра или эллиптичности пробного (зондирую-
щего) линейно поляризованного луча света, падающего
на образец [2,4,7]. Пусть зондирующий луч сфокуси-
рован в пятно площадью S на поверхности образца,
толщина образца L и несущая частота зондирующего
луча ω0 несколько меньше частоты фундаментального
края поглощения Eg/~ (Eg — ширина запрещенной
зоны), так что луч распространяется в области слабого
поглощения. Мгновенные значения угла фарадеевского
или керровского вращения, а также наведенной эллип-
тичности определяются флуктуациями полного спина

Ŝ =
∑N

i=1 ŝi подсистемы из N = ndLS электронов в объ-
еме засветки лучом зондирования. В соответствии с
этим введем корреляционную функцию 〈Ŝα(t + τ )Ŝβ(t)〉
компонент полного спина этой подсистемы, где угло-
вые скобки обозначают усреднение по времени t при
фиксированной разнице времен τ [15,24–26]. Удобно
ввести также корреляционную функцию 〈sα(t + τ )sβ(t)〉
и спектр мощности (sαsβ)ω спиновых флуктуаций, нор-
мированные на одну частицу, согласно

〈sα(t + τ )sβ(t)〉 =
1

N
〈Ŝα(t + τ )Ŝβ(t)〉,

(sαsβ)ω =

∞
∫

−∞

〈sα(t + τ )sβ(t)〉eiωτ dτ . (4)

Далее представлен расчет указанных корреляционных
функций.

Введем базисные состояния |n〉, |m〉 и т. д., отвечающие

собственным значениям En, Em, . . . гамильтониана (1).
Воспользовавшись представлением Гейзенберга для опе-

раторов проекций полного спина, получаем [27]

(sαsβ)ω =
21−Nπ

N

∑

n,m

〈n|Ŝα|m〉〈m|Ŝβ |n〉1
(

ω − En − Em

~

)

.

(5)

Здесь суммирование ведется по всем собственным со-

стояниям системы, введена уширенная δ-функция

1(x) =
1

π

τs

1 + (xτs )2
,

τs — время релаксации одиночного спина, не свя-

занное со сверхтонким или обменным взаимодействи-

ем, оно выступает в качестве феноменологического

параметра теории и предполагается одинаковым для

всех электронов. При выводе (5) предполагается, что

температура системы T , выраженная в энергетических

единицах, значительно превосходит характерные рас-

щепления между уровнями энергии |En−Em|, поэтому

усреднение в (5) выполняется по равновесной матрице

плотности, отвечающей равнозаселенным состояниям.

Это условие заведомо выполнено в экспериментах по

спектроскопии спинового шума, проводимых при тем-

пературах вплоть до гелиевых, поскольку характерные

расщепления между уровнями n и m, обусловленные

как обменным, так и сверхтонким взаимодействием,

соответствуют T ∼ 10−3 K.

3. Спиновый шум в модели кластеров

Непосредственный расчет спектров спинового шума

по общей формуле (5) не представляется возможным,

поскольку в типичных экспериментальных условиях,

когда концентрация доноров составляет nd = 1014 cm−3,

площадь пятна зондирования S > 1000µm2, а толщи-

на области зондирования L > 10µm, число доноров в

объеме зондирования превышает 106 . Однако экспонен-

циальная зависимость константы обменного взаимодей-

ствия J ik от расстояния между донорами приводит к

тому, что взаимодействие между достаточно далекими

электронами оказывается несущественным. Таким обра-

зом, обменное взаимодействие является важным только

для групп доноров, расположенных достаточно близко

друг от друга. Это позволяет разработать подход для

расчета спектров спинового шума, аналогичный теории

протекания и используемый для анализа эффектов элек-

тронного транспорта в неупорядоченных системах [28].
Структура спиновых состояний ансамбля электронов

определяется конкуренцией обменного взаимодействия

между носителями заряда и сверхтонкого взаимодей-

ствия с ядрами решетки. Ясно, что если абсолютные

величины ядерных полей |�i | и |�k |, действующие на

электроны i и k , превосходят константу обменного

межэлектронного взаимодействия J ik , то обменное вза-

имодействие между этими электронами несущественно.
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В противном случае главным является именно межэлек-

тронное обменное взаимодействие, и спиновые состо-

яния электронов квантуются по полному магнитному

моменту. В рамках этой модели естественно разбить

весь ансамбль локализованных электронов на группы

(кластеры) доноров. Внутри каждого кластера обменное

взаимодействие доминирует над сверхтонким:

J ik > A~δe, (6)

где A — безразмерный коэффициент порядка единицы;

от его конкретной величины окончательные результаты

зависят слабо. Введем характерное расстояние между

донорами Rc , при котором J(Rc) = A~δe , тогда задача

о формировании кластеров в ансамбле электронов, ло-

кализованных на донорах, аналогична задаче о формиро-

вании кластеров при изучении высокочастотной прово-

димости неупорядоченной системы. В последнем случае

параметр Rc зависит от частоты электромагнитного поля

и характеризует смещение электрона за полупериод

осцилляций поля [29]. Строго говоря, к одному кластеру

относится группа доноров с расстоянием между бли-

жайшими соседями, меньшим или равным Rc . Введем

безразмерный параметр

η =
π

6
ndR3

c , (7)

показывающий, какую объемную долю пространства

занимают сферы радиусом Rc/2. Параметр определяет

статистику кластеров в системе — функцию P(N), опи-
сывающую вероятность найти кластер из N электронов.

Приведем первые два значения P(N) при случайном

распределении доноров [30]

P(1) = exp

(

−4πndR3
c

3

)

= e−8η,

P(2) = e−8η

Rc
∫

0

4πndr2dr exp

[

−πnd

(

R2
cr − r2

12

)]

= 24ηe−8η

1
∫

0

u2 exp

[

−6η

(

u − u3

12

)]

du. (8)

Последний интеграл при изменении η в пределах от 0

до 0.2 монотонно уменьшается от 1/3 до пример-

но ∼ 0.1.

Отметим, что при η ≈ 0.34 в системе формируется

кластер бесконечного размера [28,31]. Это соответствует

критической концентрации доноров nc ∼ 1015 cm−3. Мы

сосредоточимся на случае nd ≪ nc , когда подавляющее

большинство кластеров представляет собой
”
одиночные“

электроны и группы из небольшого числа доноров

N = 2, 3, 4, связанных сильным обменным взаимодей-

ствием. Даже при η = 0.1 вероятность обнаружения

кластера из четырех электронов составляет не больше

8%, а значения P(N) при N > 4 пренебрежимо малы.

Структура уровней в кластере, состоящем из N
электронов, определяется в первую очередь обменным

взаимодействием. Это приводит к тому, что в ну-

левом приближении по сверхтонкому взаимодействию
имеющиеся 2N уровней объединяются в группы, от-

носящиеся к фиксированному полному спину всех

электронов M (при четном N полный спин электро-

нов может быть 0, 1, . . . , N/2, а при нечетном —
M = 1/2, 3/2, . . . , N/2). Число групп состояний (или
мультиплетов) со спином M есть [32]

N(M) =
(2M + 1)N!

(N/2 + M + 1)!(N/2 − M)!
. (9)

Введем собственные функции электронов 9l(M, m) и

собственные энергии El(M) в кластере, где m — про-

екция полного спина M на ось z , пробегающая 2M + 1
значений от −M до M, индекс l нумерует N(M) раз-

личных уровней энергии с заданным значением полного

спина M . Энергетические зазоры между этими уровнями
определяются константами обменного взаимодействия.

Фазы собственных функций выберем так, чтобы при

преобразованиях координат в спиновом пространстве

наборы 9l(M, m) при фиксированных l и M преоб-
разовывались по представлению DM как сферические

функции YMm(θ, ϕ). В этом случае матричные элементы

оператора суммарного спина SN =
∑N

i=1 si в кластере
определяются формулами

〈9l(M, m′)|Sα|9l(M, m)〉 = JM
α;m′m,

где JM
α;m′m — стандартные матрицы операторов проекций

углового момента M . Поскольку в прямом произведении

DM × DM =
2M
∑

M′=0

DM′

представление D1 содержится только один раз, мат-
ричные элементы отдельного спина i пропорциональны

элементам матрицы JM
α;m′m, а именно

〈9l(M, m′)|s i,α |9l(M, m)〉 = c(M,l)
i JM

α;m′m. (10)

Здесь c(M,l)
i — коэффициент, зависящий от энергетиче-

ского уровня l, но не зависящий от m и m′. Представим

состояние 9l(M, m) в виде разложения

9l(M, m) =
∑

m1...mi ...mN

C(M,m,l)
m1...mi ...mN

χ(m1 . . . mi . . . mN), (11)

где mi = ±1/2 — проекция спина i-го электрона на

ось z ; i = 1, 2, . . . , N, χ(m1 . . . mi . . . mN) — N-частичная

базисная спиновая функция для состояния с заданным
набором проекций спинов mi . Очевидно, что коэффи-

циенты C(M,m,l)
m1 ...mi ...mN могут быть отличны от нуля лишь

при условии
∑

i mi = m. Коэффициент c(M,l)
i в (10)

выражается через коэффициенты разложения (11) в виде

c(M,l)
i =

=
∑

m1...mi−1mi+1 ...mN

1

2M

(

|C(M,m,l)
m1 ...mi =1/2...mN

|2− |C(M,m,l)
m1 ...mi =−1/2...mN

|2
)

.
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Величины C(M,m,l)
m1 ...mi ...mN , а значит, и c(M,l)

i зависят от кон-

кретной реализации констант обменного взаимодействия

в кластере и могут быть найдены в общем случае только

численно.

В первом приближении по сверхтонкому взаимодей-

ствию различные мультиплеты, т. е. состояния с различ-

ными значениями M и l, не смешиваются, однако внутри

каждой группы при фиксированных M и l происходит

расщепление состояний на 2M + 1 подуровней за счет

взаимодействия спинов электронов и ядер. Эффектив-

ный гамильтониан сверхтонкого взаимодействия может

быть представлен в виде

Ĥ
(M,l) = ~M̂l�

(M,l)
eff , (12)

где �
(M,l)
eff — эффективное ядерное поле, действующее

на полный спин Ml . Согласно (1) и (10), оно имеет вид

�
(M,l)
eff =

∑

i

c(M,l)
i �i . (13)

Сверхтонкое взаимодействие полностью снимает вырож-

дение по проекции полного спина M и расщепляет вы-

рожденный уровень El(M) на эквидистантные подуров-

ни El(M, Mz ′) с заданными значениями проекции Mz ′

полного момента на ось эффективного ядерного поля

и расщеплением ~�
(M,l)
eff между соседними подуровнями.

Обозначим соответствующие собственные функции си-

стемы 9′
l(M, Mz ′) и подчеркнем, что направление оси z ′

зависит как от конкретной реализации ядерных полей,

так и от параметров M, l, характеризующих реализацию

состояния с данным полным спином кластера элект-

ронов.

Спектр спинового шума ансамбля электронов в мо-

дели кластеров представляет собой сумму вкладов от

различных кластеров и может быть записан в виде

(sαsβ)ω =
∞
∑

N=1

P(N)
∑

M

N(M)
∑

l=1

Sαβ(N, M, l;ω), (14)

где Sαβ(N, M, l;ω) — вклад в спиновый шум l-й реа-

лизации полного спина M в кластере из N электронов

(ср. с (5)),

Sαβ(N, M, l;ω) =
21−Nπ

N

×
∑

Mz′ ,M
′

z′

〈9′
l(M, Mz ′)|M̂ l,α |9′

l(M, M ′
z ′)〉

× 〈9′
l(M, M ′

z ′)|M̂ l,β |9′
l(M, Mz ′)〉

× 1

(

ω − El(M, Mz ′) − El(M, M ′
z ′)

~

)

. (15)

В выражении (15) операторы M̂ l,α , M̂ l,β изменяют

проекцию спина не больше чем на единицу, поэто-

му M ′
z ′ = Mz ′, Mz ′ ± 1, при этом аргументом уширен-

ной δ-функции может выступать ω или ω ±�
(M,l)
eff . Здесь

также подразумевается усреднение по всевозможным

реализациям ядерных полей, действующих на лока-

лизованные электроны, после которого недиагональ-

ные по декартовым индексам компоненты Sαβ обра-

щаются в нуль, а диагональные оказываются равными:

Sxx = Syy = Sz z = S [15]. Окончательно получаем

S(N, M, l;ω) =
21−Nπ

9N
M(M + 1)(2M + 1)

×
{

1(ω)+

∫

d�effFδM,l (�eff)[1(ω−�eff)+1(ω+�eff)]
}

.

(16)

При выводе (16) мы учли, что для гауссовых незави-

симых распределений частот спиновой прецессии �i

их взвешенная сумма (13) также распределена по за-

кону Гаусса (3), но с заменой δe → δM,l , где пара-

метр δM,l определяется конкретной реализацией коэф-

фициентов c(M,l)
i [33]

δM,l = δe

√

∑

i

(c(M,l)
i )2. (17)

При полном спине M = 0 спектральная функция (16)
тождественно равна нулю, так как на синглетное состо-

яние ядерное поле не действует, и среднеквадратичная

флуктуация спина в синглетном состоянии — нуль.

Формулу (16) для вклада l-й реализации полного

спина M в спектр спиновых флуктуаций кластера можно

получить без непосредственного вычисления матричных

элементов операторов момента M̂ l,α , M̂ l,β , применив

метод случайных сил Ланжевена, развитый в [15], для
флуктуации δM полного спина ансамбля. Согласно (12),
флуктуация δM удовлетворяет уравнению Блоха

dδM
dt

+ δM×�
M,l
eff +

δM

τs
= 4(t), (18)

в правой части которого присутствует фиктивная слу-

чайная сила 4(t) с коррелятором

〈4α(t)4β (t
′)〉 =

2

3τs
M(M + 1)δαβδ(t − t′). (19)

Решая уравнение (18) и вычисляя корреляционные функ-

ции 〈δMα(t)δMβ(t′)〉, усредненные по распределению

полей �
(M,l), приходим к (16).

4. Приближение ансамбля пар
доноров и одиночных доноров

Влияние сверхтонкого и обменного взаимодействий

на спектр спиновых флуктуаций локализованных элек-

тронов наиболее просто проследить, рассмотрев пару

близко расположенных доноров 1 и 2, так что об-

менным взаимодействием с другими донорами можно

пренебречь: J ≡ J12 ≫ J1i, J2i (i 6= 1, 2). В этом разделе

анализируется именно такой случай.
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В пределе слабого обменного взаимодействия

(J ≪ ~δe) электроны можно считать невзаимодействую-

щими, при этом спектр флуктуаций спина имеет вид [15]
(ср. с (16))

(δs2z )ω = S(1, 1/2, 1;ω)

=
π

6

{

1(ω) +

∫

d�Fδe (�)[1(ω −�) + 1(ω + �)]

}

.

(20)

Спектр, вычисленный по данной формуле, показан

сплошной кривой на рис. 1. При ω ≥ 0 он состоит из

двух пиков, первый из которых центрирован на ω = 0

и связан с флуктуациями компонент спина, параллель-

ных ядерному полю, а второй пик, центрированный на

ω = δe , обусловлен прецессией спина в ядерном поле.

Его форма описывается функцией распределения абсо-

лютных величин ядерных полей Fδe (�) = 4π�2
Fδe (�).

Здесь и далее рассматривается реалистичный слу-

чай δeτs ≫ 1. Заметим, что спектр (20) совпадает с

первой спектральной функцией Sαβ(1, 1/2, 1;ω) в фор-

муле (14), так как одиночному (изолированному) донору
отвечают число N = 1, электронный спин 1/2 и един-

ственная реализация l = 1.

Перейдем теперь к рассмотрению предельного случая

сильного обменного взаимодействия пары локализован-

ных электронов: J ≫ ~δe . В пренебрежении сверхтонким

взаимодействием состояния пары электронов характе-

ризуются полным спином пары S = 0 (синглет) или

S = 1 (триплет) и проекцией спина Sz на заданную

ось z . Если расщепление между синглетом и триплетом

велико, можно пренебречь смешиванием этих состоя-

ний за счет сверхтонкого взаимодействия и достаточно

рассматривать динамику триплетного состояния с пол-

ным спином S = 1. Флуктуации триплетного спина δS

описываются уравнением (18), в котором эффективное

ядерное поле

�eff =
�1 + �2

2
. (21)

Согласно (17), дисперсия �eff в
√
2 раз меньше, чем

дисперсия полей �1, �2, действующих на каждый элек-

трон. При этом спектр спинового шума, нормированный

на один электрон, определяется выражением (20) с

заменой Fδe (�) на F
δe/

√
2
(�). Спектр спинового шума

в этом предельном случае показан штрихпунктирной

линией на рис. 1. Видно, что пик, центрированный на

ω = 0, такой же, как и в пренебрежении обменным взаи-

модействием, максимум пика, обусловленного спиновой

прецессией, сдвинут к частоте δe/
√
2, высота пика в√

2 раз больше, а его ширина соответственно меньше

в
√
2 раз. Это обусловлено эффективным усреднением

ядерных полей, вызванным обменным взаимодействием.

Штрихпунктирная кривая на рис. 1 представляет спек-

тральную функцию Sαβ(2, 1, 1;ω) в разложении (14) в

модели кластеров.

В рамках развитой выше кластерной модели в кла-

стере из двух доноров обменная константа J превы-

шает сверхтонкое расщепление ~δe . Для двух доноров

Рис. 1. Спектр спиновых флуктуаций пары электронов, рас-

считанный для различных значений параметра λ ≡ J/(~δe) и

в пределе λ → ∞ (штрихпунктирная). Стрелки показывают

положение пика спинового шума в пределах слабого (ω = δe)
и сильного (ω = δe/

√
2) обменного взаимодействия.

можно воспользоваться общей формулой (5) и про-

следить эволюцию спектра спиновых флуктуаций пары

при непрерывном изменении от нуля до бесконечности

параметра λ = J/(~δe), характеризующего соотношение

обменного и сверхтонкого взаимодействия. Кроме уже

упоминавшихся предельных кривых, рассчитанных при

λ = 0 и λ → ∞, на рис. 1 приведены спектры, от-

вечающие λ = 1/4 и 1/2. Качественно вид спектра

одинаков для разных значений λ. Однако с ростом λ

пик, обусловленный спиновой прецессией, сдвигается в

сторону меньших частот. При малых значениях λ пик

спиновой прецессии центрирован на ω = δe , а в пре-

дельном случае сильного обменного взаимодействия пик

сдвигается к ω = δe/
√
2. Переключение между этими

двумя режимами с изменением параметра λ происхо-

дит в области λ ≈ 0.33. Переход довольно резкий, так

что при λ = 1/4 и 1/2 пик занимает соответствующие

предельные положения. Резкость перехода подтверждает

применимость модели кластеров, а найденное пере-

ходное значение λ показывает, что в неравенстве (6)
оптимальным можно считать значение A = 1/3.

Проанализируем теперь спиновые флуктуации на низ-

ких частотах ω . τ −1
s , спектр которых определяется

процессами спиновой релаксации. Из расчетов, пред-

ставленных на рис. 1, видно, что обменное взаимодей-

ствие не приводит к исчезновению пика на нулевой

частоте. Это вызвано тем, что проекция суммарного

спина на направление среднего ядерного поля �eff не

меняется со временем. На рис. 2 показана зависимость

амплитуды пика, центрированного на ω = 0, от отно-

шения λ = J/~δe . Амплитуда пика на нулевой частоте

в предельных случаях J ≪ ~δe и J ≫ ~δe одинакова

(см. (20)). При λ ≈ 0.5 амплитуда спинового шума на

нулевой частоте достигает минимума, составляющего

примерно 3/4 от предельных значений.

Аналитические выражения для зависимости (δs2z )ω=0

от параметра λ в предельных случаях слабого и сильного
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Рис. 2. Амплитуда спиновых флуктуаций на нулевой часто-

те. Сплошная кривая — результат численного расчета по

формуле (5), пунктирной, штрихпунктирной и штриховой (на
вставке) кривыми показаны асимптотики, найденные по фор-

мулам (24), (25) и (23) соответственно. Расчеты выполнялись

для δeτs = 50.

обменного взаимодействия можно получить, проанали-

зировав временну́ю динамику двухчастичной матрицы
плотности системы ρ(t) при t ≫ 1/δe , ~/J, подчиненной
стандартному уравнению движения

dρ(t)
dt

= i[ρ(t),H] −L{ρ(t)}, (22)

где L — линейный оператор, описывающий спиновую

релаксацию с постоянной времени τs . В случае предель-
но малого обменного взаимодействия J ≪ ~/τs ≪ ~δe

получаем

(s2z )0 ≈
τs

6

(

1 +
4

(δeτs )2
−

√

π

8
τsδeλ

2

)

, (23)

где мы наряду с поправками по малым параметрам λ

и Jτs/~ учли не зависящий от обменного взаимодей-

ствия малый член ∝ (δeτs )
−2, обусловленный вкладом

ядерных полей (в дальнейших формулах он опущен).
Квадратичное уменьшение амплитуды флуктуаций с

ростом константы обменного взаимодействия показано
на вставке к рис. 2. В промежуточном пределе, ко-
гда ~/τs ≪ J ≪ ~δe , можно ограничиться только слага-

емым первого порядка по константе обменного взаимо-
действия

(s2z )0 ≈
τs

6

(

1−
√
π

2
λ

)

, (24)

и амплитуда пика на нулевой частоте линейно убывает
с ростом обменного взаимодействия между локализо-
ванными электронами (пунктирная кривая на рис. 2).
В противоположном пределе J ≫ ~δe имеем обратную
квадратичную зависимость амплитуды спиновых флук-
туаций от λ

(s2z )0 ≈
τs

6

[

1−
(

3

4λ

)2]

(25)

в согласии с численным расчетом (штрихпунктирная
кривая на рис. 2).

В заключение раздела кратко проанализируем роль

спин-орбитального взаимодействия. Его учет приводит к

тому, что обменное взаимодействие пары локализован-

ных электронов становится анизотропным и описывает-

ся тензором обменных констант в виде

Jαβ
i j ŝ i,α ŝ j,β . (26)

Конкретный вид тензора Jαβ
i j определяется симметрией

системы и механизмом спин-орбитального взаимодей-

ствия. Учет кубических по волновому вектору членов

в эффективном гамильтониане свободного электрона

(эффект Дрессельхауза) [20] приводит к такой связи

между компонентами тензора Jαβ
i j , которая позволяет

переписать выражение (26) как J i j ŝ
′
i ŝ
′
j , где операторы ŝ

′
i

и ŝ
′
j связаны с ŝi и ŝ j некоторым унитарным преобразова-

нием, а константы J i j по-прежнему описываются форму-

лой (2). Синглет-триплетная структура состояний пары

электронов сохраняется, как и без спин-орбитального

взаимодействия. Пренебрегая смешиванием состояний

зоны проводимости и валентной зоны, для описания

спектра спинового шума пары электронов, усредненного

по ядерным полям, можно вообще не учитывать спин-

орбитальную связь, поскольку унитарное преобразова-

ние членов �i ŝi приводит лишь к изменению направ-

ления псевдовектора �i . Однако учет спин-зависимого

подмешивания состояний валентной зоны в рамках

модели Кейна приводит к полному снятию спинового

вырождения состояний пары электронов [34].

5. Выход за пределы приближения пар

Перейдем к учету кластеров с числом доноров N > 2.

Достаточно резкий переход при λ ≈ 0.33 между пре-

дельными случаями слабого и сильного обменного вза-

имодействия, показанный на рис. 1, позволяет поло-

жить в уравнении (6) A = 1/3. Для расчета спектра

шума требуется определить полуширины δM,l , введенные

в (17) и характеризующие дисперсию ядерных полей,

действующих на l-ю реализацию полного спина M в

кластере из N доноров. Для тройки доноров обменное

взаимодействие между электронами приводит к расщеп-

лению восьмикратно вырожденного состояния на два

подуровня l = 1, 2 с M = 1/2 и один подуровень с

M = 3/2. При этом значения δ1/2,l для l = 1 и 2 совпа-

дают, и три полуширины δM,l определяются величиной

полного спина электронов δM,l = δe/
√
2M независимо

от соотношения между обменными константами J12, J23

и J31. Более того, моделирование по общей формуле

(5) для трех электронов показывает, что даже при J12,

J23, J31 ≈ ~δe спектр флуктуаций близок к результату,

получаемому по формулам (14), (16) модели кластеров:

различие вблизи пика, обусловленного спиновой прецес-

сией, составляет не более 30%. Парциальные вклады в

спектр спинового шума от одиночных доноров, пар и

троек доноров, вычисленные по формуле (16), показаны
на pис. 3, a сплошной, штрихпунктирной и пунктирной

кривыми соответственно.
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Рис. 3. a) Нормированный на один электрон спектр спинового

шума в кластере из N доноров. Кривые, обозначенные N = 4

и 4′, различаются соотношением констант обменного взаи-

модействия (см. пояснения в тексте). b) Нормированный на

один электрон спектр спинового шума, рассчитанный в модели

кластеров для массива доноров, распределенных случайным

образом. Пунктирная кривая получена в пренебрежении об-

менным взаимодействием и соответствует системе изолирован-

ных доноров. Расчеты выполнялись для δeτs = 100.

Для кластеров c N ≥ 4 ситуация сложнее, и пара-

метры δM,l зависят от соотношений между обменными

константами. Например, для четырех доноров в кластере

имеются три различные реализации l = 1, 2, 3 полного

спина M = 1, одна реализация с M = 2, а также две

реализации с M = 0 (не вносящие вклада в спиновый

шум). Если обменное взаимодействие в двух парах

четверки доминирует над взаимодействием между пара-

ми, так что J12, J34 ≫ J13, J14, J23, J24, то выполняются

соотношения δ1,1 = δ1,2 = δe/
√
2 и δ1,3 = δe/2. Если же

J12 ≫ J13, J23 ≫ J14, J24, J34, то δ1,1 и δ1,2 не меняются, а

δ1,3 = δe
√
7/12. Для этих двух частных случаев соответ-

ствующие спектры спинового шума показаны линиями

из коротких и длинных штрихов на рис. 3, a. Различие

между ними не превышает 10%.

На рис. 3, b приведены спектры спинового шума в

массиве случайно расположенных доноров, рассчитан-

ные в модели кластеров. Значения P(N) при N > 2

рассчитывались методом Монте-Карло. Для упрощения

расчета мы полагали, что всем реализациям одного и

того же полного спина M соответствует характерное

ядерное поле δM,l = δe/
√
2M . При низких концентрациях

доноров, когда η = 0.01 (сплошная кривая), большин-

ство кластеров состоит из одиночных доноров и спектр

спинового шума практически совпадает со спектром,

найденным по формуле (20) для изолированных центров

(пунктирная кривая). С ростом концентрации доноров

спектр спиновых флуктуаций определяется кластерами

все бо́льших размеров. Поэтому пик, обусловленный

спиновой прецессией в ядерном поле, сдвигается в

сторону меньших частот и несколько сужается.

Как отмечалось выше, при достаточно большой кон-

центрации доноров, когда безразмерный параметр η до-

стигает значения 0.34, возникает бесконечный кластер из

электронов, связанных сильным обменным взаимодей-

ствием. Изложенная выше модель в этом случае непри-

менима, а спиновая динамика и спиновые флуктуации

могут определяться интерференцией спин-орбитального

и обменного взаимодействий [20]. Более того, если

площадь пятна зондирующего луча S на поверхности

образца достаточно мала (S . 10µm), то вид спектра

спинового шума может флуктуировать при изменении

положения пятна на образце в зависимости от того,

захватывает ли пятно засветки кластеры с большим

числом доноров или нет. Помимо этого обменное вза-

имодействие между электронами в кластере может при-

водить к достаточно эффективной диффузии спинов из

пятна засветки и ограничению на время τs . S/D. Здесь

D ∼ n−2/3
d 〈J〉/~ — коэффициент спиновой диффузии,

〈J〉 —
”
средняя“ по кластеру обменная константа. На-

пример, при nd = 1016 cm−3 и S = 10µm2 коэффициент

спиновой диффузии D ≈ 1.5 cm2/s и S/D ∼ 7 · 10−8 s,

что сопоставимо со временем спиновой релаксации,

обусловленной спин-орбитальным взаимодействием [20].
Выше обсуждались флуктуации полного спина S

ансамбля локализованных электронов. Обменное взаи-

модействие между электронами в отсутствие ядерных

полей (�i = 0) не приводит к потере полного спина

ансамбля, но приводит к особенностям динамики спина

отдельного электрона, которая определяет, например,

медленную динамику спинов ядер [35]. В частности,

для пары электронов при �1 = �2 = 0 асимптотиче-

ское поведение корреляторов 〈s i,α(t + τ )s j,β(t)〉 в пре-

деле τ → ∞ оказывается схожим в предельных случаях

отсутствия обменного взаимодействия (J12 = 0)

〈s i,α(t + τ )s j,β(t)〉 =
1

4
δi jδαβe−τ /τs (τ ≫ τs ) (27a)

и наличия обменного взаимодействия (J12 ≫ ~/τs )

〈s i,α(t + τ )s j,β(t)〉 =
1

8
δαβe−τ /τs (τ ≫ τs). (27b)

Различия между (27a) и (27b) объясняются тем, что об-

менное взаимодействие подавляет спиновые корреляции

данного электрона и приводит к возникновению корреля-

ций между спинами различных носителей. Аналогичное

поведение имеет место и для кластеров с бо́льшим
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числом электронов N: за счет обменного взаимодействия

спин перераспределяется между всеми электронами, при

этом в отсутствие ядерных полей 〈s i,α(t + τ )s i,β(t)〉
≈ δαβ exp(−τ /τs )/(4N). Этот эффект подобен влиянию

межэлектронного взаимодействия на функцию распре-

деления газа свободных носителей тока: электрон-

электронные столкновения сохраняют полный импульс

газа, однако приводят к потере импульса данного элек-

трона, а также к корреляциям импульсов электронов

после столкновения [25]. Особенности временно́й дина-

мики корреляторов спина электрона, локализованного

на выделенном центре, с учетом как сверхтонкого взаи-

модействия, так и обменного взаимодействия с другими

электронами могут быть проанализированы методами,

развитыми в [36,37], и требуют отдельного рассмотре-

ния. Тем не менее можно утверждать, что в кластерах с

J i j ≫ ~δe характерное время корреляции спина одиноч-

ного электрона по порядку величины есть ~/〈J〉.

6. Заключение

В работе развита теория спиновых флуктуаций ло-

кализованных электронов с учетом как сверхтонкого

взаимодействия с ядрами решетки, так и обменного

взаимодействия между локализованными носителями

заряда. Рассмотрен конкретный случай электронов, ло-

кализованных на донорах в полупроводнике n-типа при

низких температурах. В системе имеются три незави-

симых источника случайности: 1) случайный характер

переворота спина при спиновой релаксации, описыва-

емой временем τs ; 2) случайный разброс трехмерного

вектора ядерного поля, действующего на электрон, лока-

лизованный на i-м доноре; 3) случайное распределение

донорных центров в образце, приводящее к разбросу

обменных констант. Показано, что спектр спинового

шума ансамбля локализованных электронов содержит

два пика: пик при ω = 0 обусловлен флуктуациями

компоненты полного спина кластера из доноров вдоль

суммарного ядерного поля, а пик при ω > 0 обуслов-

лен прецессией электронных спинов в ядерных полях.

Конкретная форма и положение этого пика зависят от

величины ядерных флуктуаций и силы обменного взаи-

модействия. С ростом плотности центров локализации

пик, обусловленный спиновой прецессией, сужается и

смещается в сторону меньших частот.

Изменение спектра флуктуаций спина при приложе-

нии внешнего магнитного поля B может быть рассмотре-

но аналогично тому, как это было сделано в работе [15]
для изолированных друг от друга спинов 1/2. Внешнее

поле добавляется к ядерному полю и меняет статистику

флуктуаций суммарного поля, действующего на спин

локализованного электрона. Если эти поля имеют один

порядок величины и, по определению кластера, малы по

сравнению с обменным взаимодействием в кластере, то

можно пренебречь их влиянием на расщепление между

состояниями с различными значениями M и l и по-

прежнему рассматривать вклад каждого мультиплета в

спиновый шум независимо, учитывая его расщепление

на компоненты в первом порядке теории возмущений.

Авторы благодарны М.В. Фейгельману за полезные

обсуждения.
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