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1. Введение

Исследование магнетиков с ярко выраженными кван-
товыми свойствами, к которым прежде всего относятся
магнетики с большой одноионной анизотропией, вызы-
вает устойчивый интерес как теоретиков, так и экспе-
риментаторов [1,2]. Прежде всего это связано с тем,
что в таких магнетиках квантовые свойства отдельных
спинов в эффективном поле играют решающую роль
в формировании динамических и термодинамических
свойств таких систем. Учет большой одноионной ани-
зотропии (сравнимой или даже превосходящей обмен-
ное взаимодействие) выявил ряд необычных с точки
зрения феноменологической теории свойств. Точный
учет одноионной анизотропии для систем с большим
спином, во-первых, приводит к существенной неэквиди-
стантности одноионного спектра и появлению дополни-
тельных ветвей в спектре элементарных возбуждений,
а во-вторых — к возникновению эффекта квантового
сокращения спина, который может приводить к фор-
мированию магнитных фаз с тензорными параметрами
порядка [1–3].
Исследования такого рода активно проводятся как

в ферро-, так и в антиферромагнетиках [4–9]. Однако,
насколько нам известно, сильно анизотропные ферри-
магнетики в этом смысле изучены недостаточно, хо-
тя и в них могут наблюдаться интересные эффекты.
Так, например, хорошо известно, что в ферримагнети-
ках наблюдается эффект компенсации намагниченности
подрешеток при определенной температуре [10]. Однако,
как уже отмечалось ранее, в магнетиках с большой
одноионной анизотропией возможен эффект квантово-
го сокращения спина [11]. Такой квантовый эффект в
ферримагнетиках также может приводить к компенсации
полного магнитного момента, но не по температуре, а по
константе анизотропии.
Таким образом, целью настоящей работы является

исследование квантовых эффектов в анизотропном фер-
римагнетике.

2. Модель

В качестве исследуемой системы рассмотрим двух-
подрешеточный коллинеарный магнетик с нескомпен-
сированными магнитными моментами подрешеток. Для
определенности предположим, что спин магнитного
иона первой подрешетки равен единице (S1 = 1), а
второй — 1/2 (s2 = 1/2). Кроме того, первая подрешетка
является анизотропной и обладает анизотропией типа
„легкая плоскость“. Гамильтониан такой системы можно
представить в следующем виде:

H = −1
2

∑
n,n′

J(1)(n − n′)SnSn′ −
1
2

∑
m,m′

J(2)(m − m′)smsm′

−
∑
n,m

J(12)(n − m)Snsm +
β

2

∑
n

(Sx
n)
2, (1)

где J(1)(n − n′) > 0, J(2)(m − m′) > 0, J(12)(n − m) < 0 —
константы обменного взаимодействия первой, второй
подрешеток и межподрешеточного взаимодействия соот-
ветственно; n, m — номера узлов первой и второй подре-
шеток соответственно; Sn — спиновой оператор первой
подрешетки; sm — спиновой оператор второй подрешет-
ки; β > 0 — константа одноионной анизотропии типа
„легкая плоскость“ (ZOY — базисная плоскость). Все
дальнейшие вычисления будем проводить для случая
низких температур.
Повернем вторую подрешетку (s2 = 1/2) так, чтобы

направления осей квантования в обеих подрешетках
совпадали. Унитарный поворот U(ϕ) =

∏
n

eiϕSx
n на угол

ϕ = π приводит к следующим преобразованиям компо-
нент спинового оператора второй подрешетки:

sx
n2 → sx

n2 , sy
n2 → −sy

n2 , sz
n2 → −sz

n2 .

Необходимо отметить, что при таких преобразованиях
сохраняются стандартные коммутационные соотноше-
ния между компонентами спиновых операторов.
Для точного учета одноионной анизотропии восполь-

зуемся техникой операторов Хаббарда [8,9,12], которые
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строятся на базисе собственных функций одноузельного
гамильтониана. Выделяя в обменных частях гамильтони-
ана (1) средние поля в соответствующих подрешетках,
для одноузельного гамильтониана получим

H0 = −H̄1S
z
n − H̄2s

z
m + β(Sx

n)
2, (2)

где H̄1 = J(1)
n 〈Sz

n〉 + |J(12)
0 |〈sz

m〉, H̄2 = J(2)
0 〈sz

m〉 + |J(12)
0 |〈Sz

n〉,
J(1)
0 , J(2)

0 , J(12)
0 — Фурье-образы констант обменного

взаимодействия.
Решая с гамильтонианом (2) одноузельную задачу,

получим энергетические уровни магнитных ионов соот-
ветствующих подрешеток

E1,−1 = ∓H̄1 cos 2α ± β

2
sin 2α, E0 =

β

2
, (3)

Ẽ 1
2 ,−

1
2

= ∓H̄2 (4)

и волновые функции соответствующих подрешеток

�(1) = cosα|1〉 + sinα| − 1〉,

�(0) = |0〉, �(−1) = − sinα|1〉 + cosα| − 1〉, (5)

�

(
1
2

)
=

∣∣∣∣12
〉
, �

(
−1
2

)
=

∣∣∣∣−12
〉
. (6)

Здесь введены следующие обозначения:
Ei(i = 1, 0,−1) — энергетические уровни магнитного
иона первой подрешетки со спином S = 1;
Ẽi

(
i = 1

2 ,−
1
2

)
— энергетические уровни магнитного

иона второй подрешетки со спином s = 1
2 ; �(M),

�(M) — волновые функции первой и второй подрешеток
соответственно. Параметр обобщенного u−v-преобразо-
вания [13] α определяется уравнением

J(1)
0 sin 4α + |J(1,2)

0 | sin 2α + β cos 2α = 0. (7)

На базисе собственных функций (5) и (6) построим
операторы Хаббарда [8,9,11,12] XM′M = |�(M ′)〉〈�(M)|
и Y M′M = |�(M ′)〉〈�(M)|, которые связаны со спиновы-
ми операторами следующим образом:

Sz = cos 2α(X1,1 − X−1,−1) − sin 2α(X1,−1 + X−1,1),

S+ =
√
2 cosα(X1,0 + X0,−1)

+
√
2 sinα(X0,1 − X−1,0), S− = (S+)+, (8)

и

sz =
1
2

(
Y

1
2 ,

1
2 − Y− 1

2 ,−
1
2

)
, s+ = Y

1
2 ,−

1
2 , s− = (s+)+.

(9)
Из связи (8) и (9) можно легко определить среднее
значение намагниченности (на один узел) в каждой
подрешетке при низких температурах

〈Sz 〉 = cos 2α, 〈sz 〉 =
1
2
. (10)

Как следует из соотношения (10) и уравнения (7), на-
магниченность первой подрешетки сущестенно зависит

от соотношения между обменными интегралами и кон-
стантой одноионной анизотропии. Рассмотрим подроб-
нее различные предельные случаи соотношений между
материальными константами, предполагая температуру
низкой.
1) Предположим, что материальные константы тако-

вы, что намагниченность первой подрешетки близка к
максимально возможной, т. е. 〈Sz 〉 ≈ 1. Тогда из уравне-
ния (7) получаем

sin 2α ≈ − 2β

2J(1)
0 + |J(1,2)

0 |
.

При β � J(1)
0 , |J(1,2)

0 | sin 2α � 1, а cos 2α ∼ 1, и, как
следует из (10), 〈Sz 〉 ≈ 1.
2) Предположим теперь, что материальные константы

таковы, что намагниченность первой подрешетки мала.
Тогда

cos 2α ≈ |J(1,2)
0 |

2(β − J(1)
0 )

.

Это означает, что при β 
 J(1)
0 , J(1,2)

0 намагниченность
первой подрешетки становится существенно меньше
максимально возможного значения, т. е. происходит
квантовое сокращение спина [14]. Этот эффект связан
со структурой волновой функции основного состояния
магнитного иона, которая в данном случае, как следует
из (5), имеет вид

�(1) = cosα|1〉 + sinα| − 1〉.

Как видно из этого выражения, эффект квантового
сокращения спина связан с „перепутыванием“ состоя-
ний |1〉 и | − 1〉 в волновой функции основного состо-
яния. Это „перепутывание“ вызвано наличием большой
одноионной анизотропии.
3) Рассмотрим, наконец, самый интересный для нас

случай, когда магнитный момент первой подрешетки
(на один узел) становится равным намагниченности
второй подрешетки, т. е. 1/2. Из уравнения (7) и связи
спиновых операторов с операторами Хаббарда (8) мож-
но получить

cos 2α ≈ 1
2

+
√
3
2

�, (11)

где

� ≈
β −

√
3
(
J(1)
0 + |J(1,2)

0 |
)

2J(1)
0 − |J(1,2)

0 | +
√
3β

.

Как следует из (10) и (11), намагниченность пер-
вой подрешетки совпадает с намагниченностью второй
подрешетки при � = 0, т. е. при

β =
√
3

(
J(1)
0 + |J(1,2)

0 |
)

(12)

суммарная намагниченность рассматриваемого ферри-
магнетика становится равной нулю. Таким образом,
анизотропный ферримагнетик с анизотропией, определя-
емой выражением (12), находится в точке компенсации.
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3. Спектры элементарных
возбуждений в зависимости
от величины суммарной
намагниченности

Спектры элементарных возбуждений определяются
полюсами функций Грина [15]

Gαα′
(n, τ ; n′, τ ′) = −〈T̂Xα

n (τ )Xα′

n′ (τ ′)〉, (13)

где T̂ — оператор Вика, Xα
n (τ ) — оператор Хаббарда

в гейзенберговском представлении, усредненный с пол-
ным гамильтонианом системы. Вывод дисперсионного
уравнения, определяющего спектры элементарных воз-
буждений, приведен в [8,15]. Необходимо отметить, что
использование техники операторов Хаббарда позволя-
ет получить дисперсионное уравнение спиновых волн,
справедливое при произвольном соотношении матери-
альных констант и произвольных температурах (вплоть
до температуры Кюри, исключая флуктуационную об-
ласть) [8,9,12]. Решения дисперсионного уравнения име-
ют вид

ε21(k) = E1,−1
(
E1,−1 + 2J(1)

k sin2 2α
)
, (14)

ε22(k) = (E1,0 + J(1)
k )2 +

(
E 1

2 ,−
1
2
+

J(2)
k

2

)2

− (J(1)
k )2 sin2 2α + (J(1,2)

k )2 cos 2α, (15)
где

E1,−1 = E1 − E−1 = −2J(1)
0 cos2 2α

− |J(1,2)
0 | cos 2α + β sin 2α,

E10 + J(1)
0 ± J(1)

0 sin 2α = −β

2
(1− sin 2α) − J(1)

0 cos2 2α

− |J(1,2)
0 |
2

cos 2α + J(1)
0 ± J(1)

0 sin 2α,

E 1
2 ,−

1
2
+

J(2)
k

2
=

J(2)
k

2
− J(2)

0

2
− |J(1,2)

0 | cos 2α.

Следует отметить, что существует еще одна ветвь
магнонов, которая в длинноволновом пределе (k → 0)
является бесщелевой, ε23(k → 0) = 0.
Проанализируем решения дисперсионного уравнения

в частных случаях.
1) 〈Sz 〉 ≈ 1 — случай малой анизотропии

(β � J(1)
0 , |J(1,2)

0 |):

ε21(k) ≈
(
2J(1)

0 + |J(1,2)
0 |〈Sz

1〉
)2
;

ε22(k) ≈
(
β

2
+ J(1)

0 +
|J(1,2)
0 |
2

− J(1)
k

)2

+
(

J(2)
0

2
+ |J(1,2)

0 |〈Sz
1〉 −

J(2)
k

2

)2

+
(
J(1,2)

k

)2
k→0

≈
(
β

2
+

|J(1,2)
0 |
2

)2

+
(
J(1,2)
0

)2(
1+ 〈Sz

1〉2
)
.

2) 〈Sz 〉 � 1 — случай большой анизотропии(
β 
 J(1)

0 , |J(1,2)
0 |

)
:

ε21(k → 0) ≈ β
(
β + 2|J(1,2)

0 |
)
− β〈Sz

1〉
(
β〈Sz

1〉 − 2|J(1,2)
0 |

)
,

ε22(k → 0) ≈ β
(
β + 2|J(1,2)

0 |
)
− β

2
〈Sz
1〉

(
β〈Sz

1〉 − 2|J(1,2)
0 |

)
.

3) 〈Sz
1〉 ≈ 1/2:

ε21(k) ≈
[

J(1)
0

2
+

|J(1,2)
0 |
2

+
√
3
2

β + �

(√
3 J(1)

0 +
√
3
2

× |J(1,2)
0 | − β

2

)][
J(1)
0

2
+

|J(1,2)
0 |
2

+

√
3
2

β − 3
2

J(1)
k

+ �

(√
3 J(1)

0 +

√
3
2

|J(1,2)
0 | − β

2
+
√
3 J(1)

k

)]
,

ε22(k) ≈
[
β

2

(
1+

√
3
2

)
− 3
4

J(1)
0 +

|J(1,2)
0 |
4

+ (J(1)
0 − J(1)

k )

− �

4

(
β − 2

√
3 J(1)

0 −
√
3 |J(1,2)

0 |
)]2

− (J(1)
k )2

(
3
4
−

√
3
2

�

)
+ (J(1,2)

k )2
(
1
2

+

√
3
2

�

)

+
(

J(1)
k − J(1)

0 + |J(1,2)
0 |

(
1
2

+
√
3
2

�

))2

.

При k → 0 и � = 0

ε11(0) ≈
1
4

(
|J(1,2)
0 | + J(1)

0 +
√
3 β

)(
|J(1,2)
0 | + 2J(1)

0 +
√
3 β

)
,

ε22(0) ≈
(
−|J(1,2)

0 |
4

+
3
4

J(1)
0 − β

2

(
1+

√
3
2

))2

− 3
4

(
J(1)
0

)2 +
3
4

(
J(1,2)
0

)2
.

Во всех случаях щели в спектрах магнонов не обра-
щаются в нуль при любых положительных значениях
константы одноионной анизотропии. Это означает, что
при любых значениях одноионной анизотропии спектры
элементарных возбуждений остаются устойчивыми, т. е.
система не испытывает фазовых переходов.
Полученные спектры магнонов хорошо согласуются с

результатами работы [16] при β = 0.

4. Заключение

Таким образом, наличие достаточно большой одно-
ионной анизотропии в одной из подрешеток ферримаг-
нитного кристалла может приводить к эффекту ком-
пенсации магнитных моментов подрешеток. Причем эта
точка определяется не только обменным взаимодействи-
ем анизотропной подрешетки, но и межподрешеточным
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взаимодействием. Как следует из поведения спектров
элементарных возбуждений, точка компенсации магнит-
ных моментов подрешеток не является точкой фазового
перехода.
Необходимо подчеркнуть, что возникновение точки

компенсации по константе анизотропии связано с эф-
фектом квантового сокращения спина. Этот эффект
обусловлен структурой волновой функции основного
состояния и существенно проявляется для систем с
целым спином магнитного иона. Также отметим, что
для систем с полуцелым спином эффект квантового
сокращения спина не наблюдается, что связано со струк-
турой волновой функции основного состояния [14]. Так,
например, если рассматривать неэквивалентные подре-
шетки S = 1 и S = 3/2 (анизотропная подрешетка), то
волновая функция основного состояния анизотропной
подрешетки имеет вид

�

(
3
2

)
= cos μ

∣∣∣∣32
〉

+ sin μ

∣∣∣∣−12
〉
.

В этом случае намагниченность анизотропной подрешет-
ки имеет вид

〈Sz
3
2
〉 = 1/2+ cos 2μ,

где параметр μ определяется уравнением
(

J(1)
0

(
1
2

+ cos 2μ

)
+ |J(1,2)

0 |
)
sin 2μ

+
β

2
sin 2μ +

√
3β
2

cos 2μ = 0.

Точка компенсации в этом случае должна наблюдаться
при cos 2μ = 1

2 . Однако, как видно из последнего урав-
нения, не существует таких положительных значений
константы одноионной анизотропии, при которых вы-
полнялось бы это условие. Таким образом, в анизотроп-
ном ферримагнетике с полуцелым спином магнитного
иона компенсация интегральной намагниченности не
произойдет из-за слабой зависимости намагниченности
в подрешетке с полуцелым спином от величины одно-
ионной анизотропии [13,14].
Отметим также, что эффект квантового сокращения

спина в данном случае не приводит к обнулению намаг-
ниченности первой подрешетки и возникновению фазы с
тензорным параметром порядка (квадрупольной фазы),
как это наблюдается в ферромагнетиках с большой од-
ноионной анизотропией [8,9,14]. Это связано с влиянием
второй подрешетки, которая в данном случае выполняет
роль подмагничивающего поля.
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