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Упругие свойства графена: модель Китинга
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Модель Китинга применена для описания упругих свойств графена. Показано, что двумерная структура
графена описывается двумя независимыми упругими постоянными, как и изотропное твердое тело. Опреде-
лены модуль Юнга и коэффициент Пуассона. Полученные результаты сопоставлены с экспериментальными
данными для графита.
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Механические свойства углеродных наноструктур [1],
как и наноструктур другой химической природы [2],
изучены гораздо слабее, чем, например, их электрофи-
зические характеристики. В работах [3–5] на основании
метода связывающих орбиталей Харрисона, представ-
ляющего собой вариант приближения сильной связи,
было начато последовательное построение теории упру-
гих свойств графена. В настоящей работе использован
альтернативный подход — феноменологическая модель
Китинга [6,7]. Эта модель, содержащая всего две си-
ловые постоянные — центрального (α) и нецентраль-
ного (β) взаимодействий, позволила вполне успешно
описать упругие постоянные алмаза, кремния и герма-
ния [7]. Впоследствии модель Китинга была обобщена
Мартином [8] на случай гетерополярных связей, что
позволило описать упругие свойства всего ряда кри-
сталлов ANB8−N (см. [7] и ссылки, приведенные там).
Более того, модель Китинга–Мартина удалось обобщить
на щелочно-галоидные кристаллы [7], а модель Китинга
применить к полуметаллам группы V и их сплавам [9].
Таким образом, модель Китинга прошла хорошую апро-
бацию.

Структура графена

Структура графена представлена на рисунке. Помещая
начало координат в „нулевой“ атом, можно представить
упругую энергию W в виде суммы вкладов центрального

WC и нецентрального WNC взаимодействий вида [6,7]

WC =
α

d2

3∑
i=1

(
R2
0i − r20i

)2
,

WNC =
β

d2

3∑
i, j>i

(R0iR0 j − r0ir0 j)
2
.

(1)

Здесь r0i — равновесное положение i-го атома, d = |r0i |;
R0i = r0i + δr0i — положение i-го атома при наличии
деформации δr0i = d(u0i, ν0i), где δr0i = (u0i, ν0i), u0i

и ν0i — смещения по осям x и y соответственно
(ось y направлена вдоль связи 03): α и β — константы
центрального и нецентрального взаимодействия соответ-
ственно. Так как в недеформированном состоянии угол
между связями равен 2π/3, то r0ir0 j = −d2/2.
Раскладывая выражение (1) в ряд по смещениям u0i и

ν0i до второго порядка включительно и учитывая, что
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√
3
4
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1
2

deyy ,

ν02 = ν ′ +
√
3
4

deyx +
1
2

deyy ,

ν03 = ν ′ − deyy , (3)

найдем WC и WNC в функции от внутренних смещений
u′ и ν ′ и компонентов тензора деформации exx = ∂u/∂x ,
eyy = ∂ν/∂y, exy=eyx = ∂u/∂y + ∂ν/∂x 1 [10].

1 Подчеркнем, что недиагональные компоненты тензора деформа-

ции часто определяют в виде εxy = 1
2 exy (см., например, [10]).
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Минимизируя упругую энергию W = WC + WNC

по внутренним смещениям, т. е. полагая ∂W/∂u′ =
= ∂W/∂ν ′ = 0, получим

u′/d = ζ exy , ν
′/d = −ζ (exx − eyy ), (4)

где ζ есть параметр внутренних сме-
щений Клейнмана. Теперь, подставив в
выражения для WC(u′, ν ′, exx , eyy , exy ;α, β) и
WNC(u′, ν ′, exx , eyy , exy ;α, β) смещения (4), найдем упру-
гую энергию W только в функции компонент тензора
деформации и силовых констант.
Воспользовавшись, например, [11], можно записать

плотность упругой энергии2 для двумерной (2D) гекса-
гональной структуры в виде

w = W/S

= 2λξηξη(exx + eyy )2 + λξξηη[(exx − eyy )2 + e2xy ], (5)

где ξ = x + iy и η = x − iy — комплексные координаты,
S = 3

√
3 d2/4 — площадь, приходящаяся на один атом.

Таким образом, упругость такой структуры описывается
всего двумя упругими модулями, как и для изотропного
тела.
Сопоставляя выражения (5) с найденным нами выра-

жением для W (exx , eyy , exy ;α, β), получим

λξηξη =
1

2
√
3

(4α + β), λξξηη = 3
√
3

αβ

(4α + β)
. (6)

Перейдем от комплексных координат ξ и η к декартовым
координатам (см. [11]) и используем обычные для куби-
ческих кристаллов обозначения c11 = λxxxx , c12 = λxxyy ,
c44 = λxyxy . Тогда
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1√
3

(
4α + β + 18

αβ

4α + β

)
,
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1√
3

(
4α + β − 18

αβ
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)
,

c44 =
18√
3

αβ

4α + β
. (7)

Из (7), в частности, следует, что модуль сдвига cs =
= (c11 − c12)/2 равен модулю сдвига c44, что как раз и
свидетельствует об изотропности структуры. Подчерк-
нем, что соотношения (7) справедливы, естественно,
и для силицена. Отметим, что для тетраэдрической
3D-структуры Китингом [6] получены упругие постоян-
ные в виде

C11 =
α + 3β
4α0

, C12 =
α − β

4α0
, C44 =

αβ

α0 (α + β)
, (8)

где 4α0 —- постоянная решетки тетраэдрической
3D-структуры.

2 Несмотря на то что величина F в [11] именуется свободной энер-
гией деформации, под ней понимается именно плотность свободной
энергии на единицу объема. Имея дело с 2D-структурой, энергию
необходимо нормировать на единицу площади.

При соспоставлении формул (8) и (7) не следует об-
ращать особого внимания на численные коэффициенты,
так как определения упругой энергии (а следовательно,
и масштаб силовых постоянных) здесь и в [6] различают-
ся. Следует также иметь в виду, что упругие постоянные
Cmn для 3D-структуры имеют размерность давления
(Pa), тогда как cmn для 2D-структуры — размерность
N/m. Такое различие связано с тем обстоятельством,
что упругие постоянные 3D-структуры нормированы на
единицу объема, тогда как в случае 2D — на едини-
цу площади. Подчеркнем, что одной из особенностей
модели Китинга является зависимость модулей сдвига
c44 и C44 не только от константы нецентрального
взаимодействия β, но и от константы центрального
взаимодействия α. Это связано с разложением упругой
энергии W в специфический ряд вида (1).
Так как структура графена описывается всего дву-

мя упругими модулями c11 и c12 = c44, связанными
с коэффициентами Ламэ λ и μ [11] соотношениями
c11 = λ + 2μ и c12 = λ (отсюда следует, что модуль сдви-
га cs = c44 = μ), мы можем представить характерные
для теории упругости модуль Юнга E и коэффициент
Пуассона σ в виде

E = 9
c11c44

3c11 + c44
, (9)

σ =
1
2
3c11 − 2c44
3c11 + c44

. (10)

Объемный модуль всестороннего сжатия
B = (λ + 2μ/3) [10]. Тогда, выражая коэффициенты
Ламэ через упругие постоянные c11 и c12, получим
B = (c11 + 2c12)/3, т. е. то же выражение, что и для
объемной кубической структуры. Воспользовавшись
выражениями (7), имеем B = c11. То обстоятельство,
что в выражение для объемного модуля сжатия B
входит константа нецентрального взаимодействия β,
является особенностью модели Китинга, связанной с
разложением упругой энергии W в ряд (1).
Таким образом, для анализа упругих свойств графена

можно использовать два набора характеристик: модуль
Юнга и коэффициент Пуассона (9) и модули объемного
сжатия B = c11 и сдвига cs = c44.
Обычно силовые константы определяются путем под-

гонки упругих постоянных или характерных фононных
частот к их экспериментальным значениям. К сожа-
лению, насколько нам известно, упругие и фононные
характеристики графена экспериментально не исследо-
вались и не вычислялись другими аторами. Поэтому мы
вынуждены прибегнуть к косвенным оценкам.
Как показано в работе [5], отношение нецентральной

силовой константы k1 к центральной силовой константе
k0 для графена равно 0.22. Положим,что отношение
β/α = 0.22. Тогда получим c11 = 2.98α, c12 = 1.89α,
c44 = 0.54α. Отсюда следует, что для графена (и сили-
цена [5]) выполняется неравенство c11 > c12>c44. Такое
же неравенство наблюдается и для упругих постоянных
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графита [13]. Отметим, что для объемных образцов C, Si
и Ge имеем c11 > c44 > c12 [6,7].
Воспользовавшись выражениями (9) и (10) и вычис-

ленными выше значеними c11 и c44, найдем E = 1.5α,
λ = 1.9α и μ = 0.54α, σ = 0.41. Для базовой плоскости
графита, перпендикулярной гексагональной оси c, коэф-
фициент Пуассона σ ≈ 0.16 [1,14].
Полученные нами упругие постоянные ci j имеют

по определению размерность3 силовых констант (N/m).
Поэтому их нельзя непосредственно сопоставлять с
упругими постоянными алмаза или графита, имеющими
размерность N/m2. Можно, однако, сравнить отношения
модуля сдвига к модулю Юнга. Для базовой плоскости
графита по данным работы [13] такое отношение равно
0.43 [1,14], тогда как по нашим данным получаем 0.35.
Отметим, что для алмаза имеем 0.54 [1,14]. Более
подробный анализ можно будет предпринять только по-
сле появления экспериментальных данных по упругости
графена и/или силицена.
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