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Рассмотрена модель кристалла с сильным электрон-фононным взаимодействием, порождающим фазовый
переход второго рода. Задачей исследования является нахождение для этой модели температурной
зависимости термодинамического потенциала в симметричной фазе в области температур, непосредственно
примыкающей к температуре перехода Tc . Для решения этой задачи использован метод мацубаровских
квантовых функций Грина, который учитывает влияние и тепловых, и квантовых флуктуаций. Показано, что
флуктуационные когерентные деформации кристаллической решетки, имеющие симметрию упорядоченной
фазы, в результате взаимодействия с электронной подсистемой при T > Tc оказываются энергетически
выгодными. Полученные результаты позволяют построить модель процесса фазового перехода второго рода
вблизи точки Кюри Tc .

1. Введение

В теории фазовых переходов второго рода (ФП2),
предложенной Ландау [1], используется предположение
о регулярной зависимости термодинамического потен-
циала от температуры в окрестности температуры пе-
рехода Tc . Однако в [1] многократно подчеркивается,
что „ . . . с математической точки зрения точка фазового
перехода второго рода представляет собой некоторую
особую точку термодинамических величин, в частности
термодинамического потенциала . . . “. Решению проблем,
связанных с существованием таких особенностей, посвя-
щено много использующих квантово-полевые методы ра-
бот (описаны Васильевым [21]). Леванюк и Гинзбург [3]
указали границы области вблизи Tc , вне которой можно
использовать теорию Ландау. В нашей работе [4] были
развиты методы квантовой теории поля, позволяющие
определить характер особенности термодинамического
потенциала в точке Tc . Для рассматриваемой здесь
модели в [4] нами было показано, что особенность в
температурной зависимости потенциала в симметричной
фазе является логарифмической типа ln (Tc/(T − Tc)),
где T — температура кристалла. Это не противоречит
теории критических индексов [5], в которой для анализа
ФП2 используются только степенные функции, что не
позволяет выявить предсказанную Ландау особенность
термодинамического потенциала. Ведь именно логариф-
мическая особенность потенциала принципиально не
может быть обнаружена в этой теории.
Рассматриваемая нами модель системы с ФП2 была

впервые предложена группой ленинградских ученых.
ФП2, обусловленный сильным межзонным электрон-
фононным взаимодействием, подробно исследован ими
методами квантовой теории поля, а полученные ре-
зультаты обобщены в монографии [6]. Оставалась нере-

шенной для этой модели проблема температурной за-
висимости термодинамического потенциала в ближай-
шей окрестности точки ФП2, т. е. при температурах
вблизи Tc . В этой модели кристалл с широкой запре-
щенной зоной (> 1 eV) рассматривается как система
квантованных полей [7] носителей заряда и фононов
с электрон-фононным взаимодействием. Используемый
нами метод температурных (мацубаровских) квантовых
функций Грина, учитывающий роль квантовых и тепло-
вых флуктуаций, подробно описан в [4].

2. Рассматриваемая модель и ее
свойства в области T > Tc

Для рассматриваемой здесь модели задача суще-
ственно упрощается благодаря тому, что в [6] уже
была доказана применимость в этом методе теории
возмущений с учетом поправок второго и четвертого
порядка по поляризационному оператору. Кроме этого, в
монографии [8] представлены формулы для вычисления
добавки �� к термодинамическому потенциалу от взаи-
модействия свободных электронного и фононного полей
(используется система единиц с постоянными Планка �

и Больцмана k , равными единице). Более удобная для
вычислений формула имеет вид

��= T
∑

q

g0(q)∫
0

dg
g

∑
ωn

ω2
n +ω2

0(q)
ω2
0(q)

[
D(q, ωn)−D(0)(qωn)

]
,

(1)

где ωn = 2πnT , n — целое число. Функция Гри-
на фононов с учетом взаимодействия D(q, ωn) свя-
зана с функцией Грина невзаимодействующих фоно-
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нов D(0)(q, ωn) = ω2
0(q)[(iωn)2 − ω2

0(q)]−1 уравнением
Дайсона

D(q, ωn) = D(0)(q, ωn) + D(0)(q, ωn)P(q, ωn)D(q, ωn),
(2)

где P(q, ωn) — поляризационный оператор фононов.
Модель описывается гамильтонианом с межзонным

взаимодействием электронов и фононов в симметричной
фазе

Hint = (2N)−1/2
∑
k,q

g0(q)
√
ω0(q)

[
a+
2 (k + q)a1(k)

+ a+
1 (k + q)a2(k)

]
(bq + b+

−q), (3)

в котором N — число ячеек в кристалле; bq и b+
q — опе-

раторы уничтожения и рождения фононов с импульсом q
и частотой ω0(q); g0(q) — константа их взаимодействия
с электронами валентной зоны (индекс 1) и зоны про-
водимости (индекс 2). Поля электронов этих двух зон с
одночастичными энергиями Eσ (k) (σ = 1, 2) описывают-
ся операторами рождения a+

σ (k) и уничтожения aσ (k).
Гамильтониан свободных полей электронов и фононов
имеет вид

H0 =
∑
k,σ

Eσ (k)a+
σkaσk +

∑
q

ω(q)b+
q bq. (4)

В [4] для модели (3), (4) в четвертом порядке теории
возмущений было получено соотношение

�� = −
∑

q

g0(q)∫
0

2gdg[2n (ω(q), T ) + 1]

× ω2
0(q)�̄−1(q)ω−1(q), (5)

где �̄(q) = N−1 ∑
k

[E2(k) − E1(k − q)] — среднее рассто-

яние между подуровнями валентной зоны и подуровня-
ми зоны проводимости, различающимися по импульсу

на q, а n(ω(q), T ) = exp
(
ω(q)/T (−1)

)−1
— функция

Бозе-распределения для фононов с частотой ω(q) при
температуре T . Согласно [6], перенормированный взаи-
модействием в четвертом порядке теории возмущений
квадрат фононной частоты имеет вид

ω2(q) = ω2
0(q)

[
1− 4g2

�̄(q)
+

48g4T

4�̄3(q)

]
. (6)

Если в (6) вместо g использовать g0(q), то часто-
та ω2(q) обращается в нуль при

T = Tc(q) ≡ [4g2
0(q) − �̄(q)]�̄2(q)/24g4

0(q), (7)

а при T > Tc(q) величина ω2(q) положительна. Усло-
вие 4g2

0(q) > �̄(q) является условием сильной связи.
Рассмотрим, как это обычно делается в теоретиче-
ских моделях, случай, когда только для одной моды

колебаний с волновым вектором q0 величина в пра-
вой части (7) положительна. Соответствующую темпе-
ратуру Tc(q0) называют температурой ФП2.Тогда для
температур T выше точки перехода вблизи Tc(q0)
частота ω(q0) � Tc(q0). Поскольку для широкозонных
полупроводников (например, для SbSI и BaTiO3) Tc/�̄

порядка 10−2, при t = T − Tc � Tc(q0) � 1
6 �̄ интеграл

по g в соотношении (5) в слагаемом с q = q0 легко
вычисляется [4], и оно приобретает вид

��(q0) = −Tc

2
ln

3t
2�

=
Tc

2

(
ln

Tc

t
+ ln

2�̄
3Tc

)
, (8)

так что при T → Tc величина ��(q0) → +∞. Это и есть
предсказанная Ландау особенность термодинамического
потенциала, которая не позволяет использовать его
теорию ФП2 в области Гинзбурга–Леванюка, где эта
особенность существенна. Заметим также, что в нашем
случае Tc(q0)/�̄(q0) ≤ 10−2 соотношение (7) позволяет
оценить величину 4g2

0(q0). Согласно (7), она может
лишь на проценты отличаться от �̄(q0) ∼ 1 eV, а следо-
вательно, g2

0 порядка десятых долей eV.
Стремление частоты актуальных фононов к ну-

лю (6), (7) при T → Tc означает, что их равновесное
число стремится к бесконечности. Но еще быстрее
стремится к бесконечности число микроскопических
состояний системы, относящихся к рассматриваемому
термодинамическому. Энтропия S системы фононов как
логарифм этого числа также будет стремиться к беско-
нечности (отметим, что химический потенциал фононов
равен нулю). В нашем случае вклад в энтропию от состо-
яний, обеспечивающих логарифмический рост �� при
T → Tc , можно оценить по формуле �S = − ∂��

∂T ∼ 1
t ,

а число этих состояний — �� ∼ exp(τ /t), τ > 0. Это
и предопределяет обращение в бесконечность термоди-
намического потенциала при T → Tc и невозможность
перехода в упорядоченную фазу по равновесным ма-
кросостояниям. На основании изложенного выше можно
считать макросостояния в некоторой области темпера-
тур (Tc , T0) существенно неравновесными, если в этой
области логарифмический вклад в �� будет заметен на
фоне вклада неактивных фононных мод.

3. Термодинамический потенциал
системы в упорядоченной фазе

Вычисление �� в области t < 0 использованным вы-
ше методом провести не удается, так как возникающие
при ФП2 когерентные смещения положений равновесия
атомов в кристалле изменяют его симметрию, а теп-
ловые и квантовые флуктуации усложняют проблему.
Существенное упрощение достигается, если, учитывая
когерентность смещений, использовать представление
квантово-когерентных состояний. В этом представлении
можно найти значение термодинамического потенци-
ала при T = 0K (когда тепловые колебания атомов
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отсутствуют и энтропия системы равна нулю) как
среднее значение гамильтониана (3), (4) в состоянии с
деформацией решетки. С учетом того, что электронные
процесссы в нашей системе с широкой (∼ 1 eV) запре-
щенной зоной развиваются за время порядка 10−15 s, а
фононные — за 10−13 s, вектор ее состояния в адиа-
батическом приближении может быть представлен в
виде произведения |U |0〉ψ ≡ |d, ψ〉. В этом произведении
ψ — вектор состояния электронной подсистемы, в
котором для простоты мы не будем учитывать спино-
вую переменную; |0〉 — вектор основного состояния
поля фононов; U =

∏
q
exp(dqb+

q − d∗
q bq) — унитарный

оперетор перехода к новому представлению для системы
фононов, где dq — комплексные числа [9,10]. Среднее
H = 〈d, ψ|Ĥ|d, ψ〉 гамильтониана (3), (4) можно предста-
вить в виде

H =
2∑

k,σ=1

Eσ (k)〈ψ|a+
σkaσk|ψ〉 +

∑
q

{
ω(q)d+

q dq

+
∑

k,σ �=σ ′

√
ω(q)
2N

g0(q)〈ψ|a+
kσ ak−q,σ ′ |ψ〉(dq + d+

−q)

}
, (9)

так как число реальных квантов в состоянии |d, ψ〉
равно нулю. Энергия основного состояния системы
будет близка к минимальному значению H при варьи-
ровании состояния |d, ψ〉, так как число вариационных
параметров dq бесконечно. Приравнивая нулю производ-
ную функцию (9) по |dq| (dq = |dq| exp[iϕ(q)]), найдем
экстремум

H =
2∑

k,σ=1

Eσ (k)〈ψ|a+
σkaσk|ψ〉 −

∑
q

ω(q)|dq|2,

|dq| = − cosϕ(q)√
2Nω(q)

∑
k,σ �=σ ′

g0(q)〈ψ|a+
σkaσ ′,k−q|ψ〉, (10)

который соответствует минимуму при cosϕ(q) = −1.
Соотношения (10) четко указывают на то, что энергия
взаимодействия электронов с когерентной деформацией
отрицательна и в 2 раза больше энергии самой деформа-
ции. Так что деформация, соответствующая структурно-
му ФП2 при Tc , будет энергетически выгодной. Подоб-
ная ситуация имеет место в пайерлсовском диэлектрике
с волной зарядовой плотности [11].
Обычно в теории фазовых переходов под влияни-

ем электрон-фононного взаимодействия рассматривают
простейший случай, когда сильным взаимодействием
является взаимодействие электронов только с фонона-
ми с импульсом q = 0, т. е. взаимодействие в случае
g0(q) = g0δq0 , где δq0 — символ Кронекера. Этому
случаю соответствует согласно (10)

d0 = (2Nω0ω))−1/2 g0

∑
k

〈ψ|a+
σkaσ ′k|ψ〉. (11)

Волновые функции состояния электронной подсистемы
при учете межзонного электрон-фононного взаимодей-

ствия с передачей нулевого импульса фононам должны
быть суперпозицией двух блоховских волновых функций
из разных электронных зон с одинаковыми импульсами
и варьируемыми коэффициентами суперпозиции Cnm

(n и m принимают значения 1 и 2). В случае q = 0,
варьируя коэффициенты Cnm, получим минимальную
энергию, т. е. энергию основного состояния системы E0,
при T = 0K

E0 =
∑

k

{
E1(k) − (2g2

0 − �̄)2

8g2
0

}
=

∑
k

E1(k) + �E0,

(12)
где �E0 — отрицательная добавка от взаимодействия,

d0 = N1/2

√
4g4

0 − �̄2

8ω(0)g2
0

, |C12|2 =
2g2

0 − �̄

4g2
0

. (13)

Условием реализации основного состояния системы с
энергией (12) является условие сильной связи 2g2

0 > �̄,
при котором |C12|2 действительно оказывается положи-
тельным. При учете спиновой переменной электронов
это условие имеет вид

4g2
0 > �̄. (14)

Таким образом, использованный нами метод варьи-
рования состояний электронной и фононной подсистем
при сильном межзонном электрон-фононном взаимодей-
ствии позволил установить связь (13) между деформаци-
ей решетки при T → 0K, определяемой значением пара-
метра d0, и изменением функции распределения элек-
тронов в элементарной ячейке за счет примешивания
состояний зоны проводимости к состояниям валентных
электронов с коэффициентом суперпозиции Cnm.

4. Заключение

На основании всего изложенного выше можно постро-
ить схему зависимости термодинамического потенциала
статистически равновесных макросостояний от темпе-
ратуры в нашей модели (см. рисунок). Штриховыми
вертикальными линиями на этом рисунке указаны гра-
ницы области Гинзбурга–Леванюка. При температуре
ниже нижней границы этой области справедливо раз-
ложение Ландау, а соответствующая ему температурная
зависимость �(T ) ∼ (T − Tc)2 при значениях T , близких
к Tc , представлена сплошной кривой, заканчивающей-
ся, согласно (12), точкой ��(0) = �E0 при T = 0K.
В области Гинзбурга–Леванюка при T < Tc , в которой
термодинамический потенциал рассчитать не удалось,
предполагаемая зависимость изображена двумя штри-
ховыми кривыми, переходящими на нижней границе в
разложение Ландау. Верхняя из них соответствует по-
ложению �(T ) ∼ (T − Tc)2, использующемуся в теории
Ландау, а нижняя — возможный вариант, согласованный
с полученной нами зависимостью ��(T ) для области
T > Tc . В области T > Tc сплошной кривой изображен
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Температурная зависимость добавки к термодинамическому
потенциалу.

логарифмический рост �� при T → Tc , рассчитанный
нами выше, T0 — температура, при которой логарифми-
ческий вклад становится заметным на фоне регулярных
слагаемых в ��.
Следует отметить, что Tc , согласно расчету поведе-

ния �� при T ≥ Tc , является температурой возник-
новения смещений атомов кристалла по нормальной
координате моды с волновым вектором q0, у которой
максимальна константа связи g(g0) > 0.5�1/2(q0). Для
макроскопических кристаллов набор возможных вол-
новых векторов мод практически непрерывен. Поэто-
му, если условие g(q0) > 0.5�1/2(q0) выполняется для
q = q0, оно будет выполняться и в некоторой обла-
сти пространства волновых векторов. Если смещения
по нормальным координатам любых двух мод коле-
баний являются практически независимыми, т. е. если
они достаточно малы, то активную роль в изменении
структуры кристалла будут играть и моды с волновыми
векторами q, для которых g(q0) > g(q) > 0.5�1/2(q). Со-
гласно (7), у таких мод частоты также будут обращаться
в нуль, а их вклад в термодинамический потенциал будет
иметь логарифмическую особенность. Но среди всех
возможных мод будут существовать и устойчивые моды,
для которых g(q) > 0.5�1/2(q). Эти неактивные моды не
будут „смягчаться“, их вклад в термодинамический по-
тенциал не будет иметь логарифмической особенности,
а смещения по их нормальным координатам не будут
когерентными. Таким образом, ФП2 в рассматриваемой
модели кристалла будет размытым.
Степень размытости перехода определяется распре-

делением числа активных мод по возможным значени-
ям константы g(q). Если воспользоваться разложени-
ем функции g(q) = g(q0) − γ|q − q0|2 вблизи ее мак-
симального значения g(q0), то легко убедиться, что
плотность числа активных мод по значениям g будет
стремиться к бесконечности при g(q) → g(q0). Так что
температуры перехода для значительного числа мод
c q, близкими к q0, будут концентрироваться в непо-

средственной окрестности температуры перехода Tc для
моды q0. Поэтому переход кристалла в новую фазу не
будет пространственно однородным. При температурах
вблизи Tc кристалл разобъется на домены с размерами
�l ≈ 1

�q , где �q — интервал разностей волновых векто-
ров |q − q0| для мод с очень близкими значениями кон-
станты связи с электронами. Предельный размер домена
в нашей модели опредляется величиной |qc − q0|−1, где
qc — волновой вектор, удовлетворяющий равенству
4g2(qc) = �.
Проводя анализ самого процесса ФП2 при понижении

температуры, необходимо учесть, что при температурах
T0 > T > Tc , при которых заметно возрастает число
фононов всех активных мод с ω → 0, флуктуационное
появление когерентных деформаций, соответствующих
по структуре упорядоченной фазе, будет энергетически
выгодным в соответствии с соотношением (10), так
как электронная подсистема адиабатически (мгновенно)
следует за деформацией. Правда, возникновение такой
деформации маловероятно, так как ее когерентность
предполагает сфазированность смещений по нормаль-
ным координатам всех формирующих эту деформацию
мод, но с ростом числа фононов эта вероятность растет.
Именно энергетическая выгодность и сфазированность
делают эту деформацию долгоживущей. Ведь ее исчезно-
вение возможно только под влиянием новой флуктуации
с когерентной деформацией, противоположной по фазам
первой, которая также очень маловероятна. Но этот
процесс разрушения домена уже не будет энергетически
выгоден. При понижении температуры из метастабиль-
ной деформация превращается в стабильную при T < Tc .
Подчеркнем, что в домене с флуктуационным возник-
новением при T > Tc такой когерентной деформации
при понижении температуры частоты актуальных мод не
будут обращаться в нуль при T = Tc , так как структура
его уже при T > Tc соответствует упорядоченной фазе.
Поэтому, например, при сегнетоэлектрическом переходе
диэлектрическая проницаемость ε не будет расти до
бесконечности при T → Tc .
Таким образом, в области температур Tc < T < T0, в

которой возникают и развиваются домены в метаста-
бильном состоянии, в кристалле оказываются сосуще-
ствующими обе структуры (симметричная и упорядо-
ченная) даже в том случае, если состояния кристалла
в процессе охлаждения при ��→ ∞ можно считать
квазиравновесными. Но возможность реализации квази-
равновесных состояний в процессе ФП2 при охлаждении
кристалла далеко не очевидна. Ведь в равновесном
макросостоянии при T > Tc даже метастабильные под-
системы должны возникать и исчезать многократно. Все
определяется шириной области температур Tc ↔ T0 и
скоростью процесса охлаждения.
Рассмотрим медленное охлаждение со скоростью

v = 1K/h. Предположим, что при температуре T0 ча-
стота активных фононных мод порядка 1010 Hz; следова-
тельно, 10−10 s — время релаксации, так как время под-
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страивания электронной подсистемы к возникшей струк-
туре значительно меньше (10−15 s). За время релаксации
температура изменится на �T = 3 · 10−14 K. Примем,
что температура перехода порядка 100K. Согласно (8),
средний вклад в �� от активной моды с точностью
до несущественных множителей на интервале T0 − Tc

можно оценить по формуле ln(Tc/(T0 − Tc)). Поскольку
ширина интервала T0 − Tc нам неизвестна, рассмотрим
варианты с T0 − Tc , равным 0.1K или 10−30 K. Если
T0 − Tc ≈ 0.1K, то, согласно (8), ln (Tc/(T0 − Tc)) ≈ 8.
Следовательно, заметный вклад в термодинамический
потенциал n · ln (Tc/(T0 − Tc)) будут вносить активные
моды, если их количество порядка n = 1/8 от коли-
чества N всех мод рассматриваемой фононной ветви
(N — число элементарных ячеек в кристалле). При
таком огромном (N/8) количестве активных мод флук-
туативный домен с когерентной деформацией будет
состоять из восьми элементных ячеек. Такая малая
флуктуация сможет многократно, порядка T0−Tc

�T ≈ 1013

раз, возникнуть и релаксировать в процессе охлаждения
системы. Следовательно, при таком большом T0 − Tc

в процессе ФП2 состояния кристалла можно считать
квазиравновесными. При таком ФП2 можно будет экс-
периментально заметить смещение частот мягких мод и
рост ε в сегнетоэлектрическом переходе.
В случае T0 − Tc ≈ 10−30 K найдем, что

ln(Tc/10−30 K) ≈ 74. Следовательно, метастабильный
домен, возникающий при T > Tc , в этом случае
будет содержать 74 ячейки, а его стабилизация в
новой структуре будет происходить при температурах
ниже Tc . Скорость охлаждения v = 1K/h в этом случае
оказывается слишком большой (интервал T0 − Tc будет
пройден за 10−30 h). Она не позволит на опыте заметить
существование метастабильных состояний в кристалле
при T > Tc , а процесс ФП2 не будет квазиравновесным.
Таким образом, при ФП2 флуктуативно могут возни-

кать метастабильные домены упорядоченной фазы в сим-
метричной фазе с размерами в нанометровом диапазоне.
После перехода температуры через область Гинзбурга–
Леванюка в совершенных кристаллах упорядоченные
структуры станут равновесными. Поляризацию в этих
структурах можно будет переключать внешним полем
и даже монодоменизировать кристалл. В кристаллах
с большим числом примесей и дефектов (неупорядо-
ченные сегнетоэлектрики и ферромагнетики) фазовый
переход второго рода может протекать с образовани-
ем в области Гинзбурга–Леванюка и неупорядоченных
структур. Эти структуры будут закрепляться не только
взаимодействием с электронной подсистемой кристал-
ла, но и взаимодействием с примесями и дефектами.
Причем действие примесей и дефектов может быть
настолько сильным, что их переключение внешним
полем может оказаться невозможным. Возникновение в
области Гинзбурга–Леванюка метастабильных структур,
их закрепление примесями и дефектами, процессы пере-
ключения в таких структурах неоднократно обсуждались
в печати [12–14].
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