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Показано, что энтропия образования вакансии в кристалле возрастает с тем-
пературой, переходя при определенной температуре из области отрицательных
значений в положительную область. Изучены физические причины такой смены
знака у энтропии образования вакансии. Получено условие положительности
энтропии образования вакансии. Показано, что при плавлении металлов энтро-
пия образования вакансии положительна, т. е. образующиеся вакансии приводят
к „разупорядочению кристалла“, переводя его в менее устойчивое состояние, и
к облегчению создания новых вакансий.

PACS: 61.72.Bb, 61.72.Ji

Сложилось мнение, что возникновение вакансии ведет к росту
беспорядка в кристалле, и энтропия образования вакансии (sv) всегда
положительна [1,2]. Вместе с тем, как показывают эксперименталь-
ные [3,4] и теоретические [5,6] результаты, при низких температурах
sv < 0. Отсюда следует, что образующаяся при низких температурах
вакансия приводит к „упорядочению“ кристалла. Причем еще в [7]
было показано, что sv < 0 не противоречит никаким термодинами-
ческим условиям образования вакансии. Объяснению природы смены
знака у функции sv(T) с ростом температуры T и посвящена данная
работа.

Как показано в [5,6], вероятность обнаружить вакансию в структуре
из N + Nv ячеек, где Nd атомов находится в делокализованном состоя-
нии, определяется выражением:

φ = Nv/(N + Nv) = 1− erf
[
(Ev/kbT)1/2

]
, (1)
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где kb — постоянная Больцмана, Ev — энергия создания вакансии в
решеточной структуре:

Ev = EL
/{

1 + x[(CDEL/kbT)− 1]
}
, CD = 4k3/3k2/3

y , (2)

EL = ( f ym/k3)(3ckb2/8~)2.

Здесь k3 — первое координационное число, ky — коэффициент упаков-
ки структуры из N + Nv ячеек, ~ — постоянная Планка, m — масса
атома, 2 — температура Дебая,

f y = (2/y)[1 − exp(−y)]/[1 + exp(−y)], y = 32/4T. (3)

В выражении (2) учтено, что часть из N атомов делокализованы:
x = Nd/N — доля атомов, находящихся в делокализованном состоянии,
которая имеет вид неполной гамма-функции:

x = (2/π1/2)

∞∫
Ed/kbT

t1/2 exp(−t)dt

= 2(Ed/πkbT)1/2 exp(−Ed/kbT) + 1− erf
[
(Ed/kbT)1/2

]
, (4)

где Ed — энергия, необходимая для делокализации атома в решетке [6]:

Ed = CldEL, Cld = 3k3/2π2k2/3
y = (9/8π2)CD . (5)

Выражения для термодинамических параметров образования ва-
кансий, основанные на формулах равновесной термодинамики, имеют
вид [5,6]:

gv = −kbT ln(φ) = Ev [1 + (kbT/2Ev) ln(πEv/kbT)],

hv = −
[
∂ ln(φ)/∂(1/kbT)

]
P

= kbTφE
{

1− ty + η(2− ty) + αpT[(2− ty)γ − (2/3)]
}
, (6)

sv/kb = −(1/kb)(∂gv/∂T)P = (hv − gv)/kbT

= φE
{

1− ty + η(2− ty) + αpT[(2− ty)γ − (2/3)]
}

− (Ev/kbT)
[
1 + (kbT/2Ev) ln(πEv/kbT)

]
,

vv/va = (1/va)(∂gv/∂P)T = φEkbT[(2− ty)γ − (2/3)]/(BTva).
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Здесь gv , hv , sv , vv — термодинамический потенциал (или свободная
энергия Гиббса), энтальпия, энтропия, объем образования вакансии, P
и V — давление и объем кристалла, αp — изобарический коэффици-
ент теплового расширения, BT — изотермический модуль упругости,
γ = −[∂ ln(2)/∂ ln(V)]T — параметр Грюнайзена, va = kyV/N — объем
атома в кристалле,

η = −[∂ ln(2)/∂ ln(T)]v,

ty = −∂ ln( f y)/∂ ln(y) = 1−
{

2y exp(−y)/[1− exp(−2y)]
}
,

φE = (Ev/kbT)
[
1 + (xCDEv/kbT)(Ed/kbT)Gd

]
,

Gd = 1− (kbT/CDEL)− (kbT/Ed). (7)

Из выражений (2), (6) и (7) видно, что учет делокализации атомов
(т. е. функции x) уменьшает величины Ev и gv и увеличивает значения
hv , sv и νv/νa . Это связано с тем, что энергии, необходимой для
изобарического создания вакансии, при учете делокализации атомов
необходимо больше, ибо часть энергии идет на делокализацию атомов.

В случае EL � kbT (что всегда выполняется для твердой фазы
вплоть до температуры плавления) выражения (1) и (4) можно с
хорошей точностью заменить экспоненциальной аррениусовой зависи-
мостью вида

φ ∼= (kbT/πEv)1/2 exp(−Ev/kbT), x ∼= 2(Ed/πkbT)1/2 exp(−Ed/kbT).
(8)

Как показали расчеты (в частности, для аргона (рис. 1−3), а для
алмаза графики в [6]), функции hv , sv и vv растут при изобарическом
нагреве кристалла, причем величины hv и vv всегда положительны,
возрастая от нуля при T = 0 K [5]. Но функция gv(T) возрастает от
нуля до максимума при Ts=0, после чего уменьшается (рис. 1). Поэтому
при Ts=0 энтропия образования вакансии меняет знак (рис. 2). Как видно
из (6), sv > 0 при выполнении условия[

1 + (xCDEv/kbT)(Ed/kbT)Gd
]{

1− ty + η(2− ty)

+ αpT[(2− ty)γ − (2/3)]
}
> 1 + (kbT/2Ev) ln(πEv/kbT). (9)

Так как для кристалла при температурах ниже плавления вы-
полняется Gd

∼= 1, Ev
∼= EL, (xCDEv/kbT)(Ed/kbT)� 1, то (9) можно

преобразовать к виду

αpT
[
(2− ty)γ − (2/3)

]
− ty + η(2− ty) > (kbT/2EL) ln(πEL/kbT). (10)
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Рис. 1. Зависимость gv(T) — пунктир и hv(T) — сплошные линии обра-
зования вакансий (eV) при изобарическом (P = 0) нагреве аргона. Толстые
линии — результаты расчетов при использовании формул (6). Тонкие ли-
нии — получены В.И. Зубовым квазиклассическим улучшенным несиммет-
ризованным методом самосогласованного поля с учетом ангармонизма до
четвертого порядка [8,9]. Вертикальная толстая линия показывает точность
экспериментальной оценки энтальпии образования вакансии в тройной точке
аргона: 0.062−0.093 eV [8]. Функция gv (T) имеет максимум при Tg(max)

∼= 51 K,
gv(max)

∼= 0.084 eV = 974.74 K.

При T → 0 K имеем αp ∼ T3 и, как показано в [5], η = 0, ty = 1,
EL ∼ T , EL/kbT → Mv > 1. Поэтому правая часть неравенства (10)
стремится к конечной положительной величине, в то время как левая
часть (10) при T → 0 K стремится к −1. Поэтому при низких темпе-
ратурах энтропия образования вакансии будет отрицательной. В точке
sv = 0 функция gv(T) достигает максимума, в котором выполняется:
gv(Ts=0) = hv(Ts=0). При этом величина относительного объема образо-
вания вакансии vv/va достигает некой критической величины (рис. 3),
начиная с которой образующиеся вакансии будут „разупорядочивать“
кристалл. Для аргона при sv = 0 имеем vv/va = 1.065. Для алмаза
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Рис. 2. Зависимость энтропии образования вакансий от температуры при
изобарическом нагреве аргона. Сплошная линия — результаты расчетов при
использовании формул (6). Пунктирная линия получена В.И. Зубовым [8,9].
Точность экспериментальной оценки данного параметра в тройной точке аргона
лежит в интервале 0−4 [8]. Ниже Ts=0

∼= 51 K функция sv(T) переходит в
отрицательную область, где выполняется hv < gv .

sv = 0 при vv/va
∼= 0.791 [6]. Причем рост функции vv/va с увеличе-

нием sv после sv = 0 заметно возрастает (рис. 3). Отметим, что sv < 0
при T < Ts=0 обусловлено только термодинамическими причинами, но
не „ферромагнитной поляризацией ядерных спинов вокруг вакансии“,
как это предполагалось в работе I. Iwasa [4], где экспериментально
изучались кристаллы гелия и было получено: sv < 0.

Так как при 0 < T < Ts=0 функция sv(T) имеет отрицательное зна-
чение, то здесь при изобарическом образовании в кристалле вакансии
происходит выделение тепла, равного Tsv . Это согласуется с выводом,
полученным еще Андреевым и Лифшицем в [10]: при T = 0 K кристаллу
энергетически выгоднее перейти в состояние, в котором часть узлов
решетки вакантна. Отметим, что свойство это не прерогатива только
лишь квантовых кристаллов. Оно присуще всем веществам, но наиболее
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Рис. 3. Зависимость относительного объема образования вакансии от эн-
тропии образования вакансии при изобарическом нагреве аргона. Сплошная
линия — результаты расчетов при использовании формул (6). При sv = 0 имеем
vv/va = 1.065.

заметно оно проявляется у кристаллов 3He и 4He, ввиду относительно
большой амплитуды „нулевых колебаний“ у атомов данных веществ.

При высоких температурах (T � 2) выполняется: η ∼= 0, f y
∼= 1,

ty ∼= 0. Тогда из (10) получим условие, при котором выполняется: sv > 0:

αpT
[
γ − (1/3)

]
> (kbT/4EL) ln(πEL/kbT). (11)

При T > Ts=0 тепловое расширение и величина vv/va достигают такой
величины, что бо́льшая часть сообщаемой при изобарическом нагреве
энергии идет на расширение решетки, что ведет к уменьшению функции
gv(T) и к sv > 0. Возникающие в этих условиях вакансии приводят
к „разупорядочению“ кристалла и переводу его в менее стабильное
состояние.
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Как было замечено в экспериментах, концентрация вакансий в
кристаллах различных веществ при плавлении практически постоянна.
Например, для металлов получено [11,12]:

φs(Tm) = Nv(Tm)
/[

N + Nv(Tm)
] ∼= 3.7 · 10−3. (12)

Из (8) и (12) легко получить Ev/kbTm
∼= 4.2127. Тогда из (11) имеем

αp(Tm)Tm
[
γ − (1/3)

]
> (kbTm/4Ev) ln(πEv/kbTm) ∼= 0.1533. (13)

Для неорганических веществ получено αp(Tm)Tmγ ∼= 0.25 [13, с. 79]. Это
указывает на то, что при плавлении металлов должно выполняться
sv > 0. С другой стороны, для металлов при плавлении наблюдается
αp(Tm)Tm = 0.07 ÷ 0.1 [14]. Для выполнения (13) должно соблюдаться
γ > 1.86÷ 2.52. Отсюда следует, что для металлов при плавлении
если и может быть отрицательное значение энтропии образования
вакансии sv < 0, то, вероятнее всего, это может реализоваться только
для металлов с малым значением параметра Грюнайзена.

Автор выражает благодарность Д.Н. Кобзаренко, К.Н. Магомедову
и З.М. Сурхаевой за плодотворные дискуссии и помощь в работе.
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