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Рассмотрен диффузионный рост двумерного выделения новой фазы, расположенного на межзеренной

границе конечной толщины, с учетом диффузионных потоков атомов примеси из глубины зерна к

межзеренной границе. Проанализирована устойчивость растущего выделения достаточно малого радиуса

относительно произвольных малых возмущений его формы с учетом поверхностной кинетики атомов

примеси на поверхности межзеренная граница-выделение. Найдены пороговые радиусы выделения, выше

которых нарастают амплитуда искажения формы и амплитуда относительной деформации формы выделения.

Введение

Экспериментальному и теоретическому исследовани-

ям поведения макроскопических включений в реальных

кристаллах посвящено очень большое число работ (см.,
например, монографии [1–5] и работы [6–12]). К ма-

кроскопическим включениям в кристаллической матри-

це относятся, как известно [1,2,4,5], твердые частицы

второй фазы, жидкие включения, вакансионные (неза-
полненные) поры, полости, заполненные газом. Твердые

частицы второй фазы наблюдаются в композиционных

материалах, стареющих (расслаивающихся) металличе-

ских сплавах [3–9], распадающихся пересыщенных твер-

дых растворах [2,6–8].

Достаточно давно было обнаружено, что макроскопи-

ческие включения, в частности твердые выделения новой

фазы, часто образуются на границах зерен (межзерен-
ных границах) поликристаллов [1–8]. Такие выделения

существенно влияют на механические и другие свойства

макроскопических образцов, в частности прочностные,

на конфигурацию диффузионных потоков атомов приме-

си или вакансий в образце, на кинетику и скорость диф-

фузионного распада пересыщенного твердого раствора.

При теоретическом описании выделений новой фазы

во многих случаях возникают вопросы об их зарож-

дении, кинетике роста или уменьшения в размерах,

перемещении как целого относительно решетки за счет

направленного диффузионного движения атомов в поле

внешних сил, устойчивости их геометрической формы

(морфологической устойчивости) и др. [1–12].

С точки зрения радиационной повреждаемости ма-

териалов реакторостроения наличие макроскопических

включений в материалах влияет на их радиационную

стойкость. В частности, выделения вторых фаз влияют

на динамический баланс точечных дефектов в матери-

але под облучением за счет ускорения рекомбинации

точечных дефектов на межфазных границах и, соот-

ветственно на распухание, распределение и параметры

пористости [5]. Более конкретно, выделения вторых

фаз дают эффект уменьшения средних концентраций

точечных дефектов, тем самым затрудняя зарождение и

рост вакансионных пор [5]. При изменении морфологии

выделений изменяется их мощность как стоков точечных

дефектов, а это, в свою очередь, может отразиться на

поведении материала под облучением [5].
В настоящей работе теоретически рассматривается

диффузионный рост твердого двумерного выделения но-

вой фазы на межзеренной границе, имеющей конечную

толщину δ, с учетом поверхностной кинетики роста на

боковой поверхности выделения и диффузионных пото-

ков атомов примеси из глубины зерна к межзеренной

границе. Кроме того, в линейном приближении анали-

зируется морфологическая устойчивость такого выделе-

ния. Высокая симметрия рассматриваемой задачи позво-

ляет получить все окончательные формулы в замкнутом

виде, что существенно облегчает их физический анализ.

1. Основные соотношения

Уравнение диффузии атомов примеси в межзеренной

границе, рассматриваемой как однородный изотропный

слой толщиной δ [13–16], вокруг выделения новой фазы

с учетом диффузионных потоков атомов примеси из

глубины зерна к межзеренной границе запишем в виде

∂nB

∂t
= DB1nB +

2IV

δ
. (1)

Здесь nB — объемная плотность атомов примеси в

межзеренной границе (двумерная плотность атомов

примеси nS = nBδ), DB — коэффициент межзеренной

диффузии, т. е. объемный коэффициент диффузии атомов

примеси в межзеренной границе (слое толщиной δ),
IV — диффузионный поток атомов примеси из объема

зерна к межзеренной границе; множитель 2 при IV /δ

учитывает, что диффузионный подвод атомов примеси к

межзеренной границе осуществляется с двух сторон.

Будем рассматривать плоское цилиндрическое выде-

ление новой фазы с постоянной высотой h > δ и ра-
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Схематическое изображение плоского цилиндрического выде-

ления новой фазы, расположенного на межзеренной границе,

имеющей конечную толщину δ . B — межзеренная граница,

V — тело зерна. IB — диффузионный поток атомов примеси в

межзеренной границе, nV — плотность атомов примеси в теле

зерна. Смысл остальных обозначений объясняется в тексте.

диусом основания R = R(t), которое пересекается меж-

зеренной границей, причем плоские грани выделения

параллельны межзеренной границе (см. рисунок).
Поток атомов примеси из глубины зерна к межзе-

ренной границе в установившемся (квазистационарном)
режиме запишем в виде

IV = DV
(n̄V − nV B)

d/2
. (2)

Здесь DV — коэффициент диффузии атомов примеси

в теле зерна, d — характерный поперечный размер

зерна, n̄V — плотность атомов примеси в глубине

зерна, nV B — плотность атомов примеси в теле зер-

на около межзеренной границы. Считаем, что размер

зерна d значительно превосходит размеры выделения:

d ≫ h, d ≫ R. Изменением плотности nB по толщине

межзеренной границы δ можно пренебречь, как это

обычно делается [15,16], при выполнении неравенства

δ2/DB ≪ d2/4DV .

В условиях термодинамического равновесия величина

nV B ≡ neq
V B находится путем приравнивания химического

потенциала атома примеси в теле зерна около межзе-

ренной границы µV B и химического потенциала атома

примеси в самой межзеренной границе µB(µV B = µB).
В приближении слабых растворов

µV B = kT ln(neq
V B/N0) + ψV (P, T ), (3)

µB = kT ln(nB/N0) + ψB(P, T ), (4)

где k — постоянная Больцмана, N0 — плотность

узлов кристаллической решетки в материале зерна,

ψV,B(P, T ) — функции, зависящие от давления P и

температуры T (см. [17]). Окончательно получим

neq
V B = CnB , C = exp[(ψB − ψV )/kT ]. (5)

Более общее граничное условие для нахождения плот-

ности nV B , а вместе с ней и потока IV (формула (2))

сформулируем, учитывая поверхностную кинетику ато-

мов примеси (см. [2]) на поверхности зерно-межзеренная

граница. Выражение для потока IV в дополнение к

выражению (2) запишем в таком виде:

IV = βV B(nV B −CnB), (6)

где βV B — поверхностный кинетический коэффициент на

поверхности зерно-межзеренная граница, характеризую-

щий скорость перехода атомов примеси из тела зерна

в межзеренную границу, CnB — равновесное значение

плотности nV B (формула (5)). Из уравнений (2) и (6)
находим

IV = DV B
(n̄V −CnB)

d/2
, (7)

где

DV B ≡
DVβV B d/2

DV + βV B d/2
(8)

— эффективный (с учетом поверхностной кинетики на

поверхности зерно-межзеренная граница) коэффициент

диффузии атомов примеси в теле зерна.

В квазистационарном приближении ∂nB/∂t = 0

(см. [6]), и уравнение диффузии атомов примеси в

межзеренной границе (1) с потоком IV , определяемым

формулой (7), примет вид

(

DB

4CDV B
dδ

)

1nB +
n̄V

C
− nB = 0. (9)

Будем считать, что вдали от выделения новой фа-

зы существует термодинамическое равновесие между

атомами примеси, находящимися в теле зерна около

межзеренной границы, и атомами примеси в самой

межзеренной границе. Тогда

n̄V = Cn̄B , (10)

где n̄B — плотность атомов примеси в межзеренной

границе вдали от выделения новой фазы. Уравнение (9)
с учетом формулы (10) принимает вид

L2
B1nB − nB + n̄B = 0, (11)

где

LB ≡

(

DB

4CDV B
dδ

)1/2

(12)

— характерный масштаб длины задачи.

Граничные условия к уравнению (11) в случае неис-

каженного выделения новой фазы формы кругового

цилиндра берем такими [18,19]:

DB
∂nB

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R

= βB [nB(R) − nBR], nB

∣

∣

r→∞
→ n̄B . (13)

Здесь r — расстояние от центра выделения в плос-

кости межзеренной границы, nBR — термодинамиче-

ски равновесное значение плотности атомов примеси

в межзеренной границе вблизи поверхности межзерен-

ная граница-выделение (r = R), βB — поверхностный

Журнал технической физики, 2011, том 81, вып. 12



Морфологическая устойчивость двумерного выделения новой фазы, расположенного... 85

кинетический коэффициент, характеризующий скорость

перехода атомов примеси из межзеренной границы в

выделение новой фазы. Для величины nBR имеет место

формула

nBR = nB∞ exp(ŴB/R), (14)

где nB∞ — значение nBR вблизи плоской поверхно-

сти межзеренная граница-выделение (R → ∞), ŴB ≡
≡ σBω/kT , σB — удельная межфазная энергия поверх-

ности межзеренная граница-выделение, ω — объем,

приходящийся на один атом примеси в выделении. Далее

будем считать, что межзеренная граница пересыщена

атомами примеси, т. е. n̄B > nB∞.

Решение уравнения (11), удовлетворяющее гранич-

ным условиям (13), имеет вид

ψB(r) = ψBR
K0(r/LB)

F0(R/LB)
. (15)

Здесь и далее ψB(r) ≡ nB(r) − n̄B , ψBR ≡ nBR − n̄B ,

Kl(z ) — функция Макдональда l-го порядка [20],

F0(z ) ≡ K0(z ) +
DB

βBLB
K1(z ). (16)

Термодинамически равновесный перепад плотности

атомов примеси в межзеренной границе около выделе-

ния радиуса R таков:

1nBR ≡ (n̄B − nBR)

= nB∞[exp(ŴB/R∗) − exp(ŴB/R)] = −ψBR. (17)

В формуле (17) фигурирует критический радиус выде-

ления

R∗ =
ŴB

ln(n̄B/nB∞)
(18)

(выделение с радиусом R > R∗ растет, а с радиусом

R < R∗ уменьшается в размере).

2. Линейный анализ морфологической
устойчивости выделения

Проведем анализ устойчивости круговой формы вы-

деления в процессе его роста (морфологической устой-

чивости) аналогично тому, как это было сделано для

островков конденсированной фазы при осаждении веще-

ства на поверхности твердого тела [21–23].
Считая возмущение круговой формы выделения ма-

лым, представим его как суперпозицию круговых гармо-

ник exp(ilϕ), l ≥ 1:

R(ϕ, t) = R(t) +
∑

l≥1

ξl(t) exp(ilϕ). (19)

Здесь R(ϕ, t) — вид возмущенной границы выделения

в полярной системе координат с началом в центре

выделения, l — номер гармоники, ξl — малая амплитуда

возмущения, соответствующая l-й гармонике (ξl ≪ R),

ϕ — полярный угол. В записи (19) пренебрегаем

искажениями формы выделения, которые фактически

являются цилиндрическими, ∼ exp(iqz ) вдоль оси ци-

линдра z . Такое пренебрежение предполагает, что высота
выделения h, во всяком случае, значительно меньше

его радиуса R (h ≪ R). Ограничиваясь только линейным

анализом устойчивости, в дальнейших формулах члены,

содержащие ξl/R ≪ 1 в степени выше первой, будем

опускать. Так как все уравнения задачи линейны, доста-

точно исследовать возмущение формы выделения, опи-

сываемое единственной круговой гармоникой exp(ilϕ), а
не их суперпозицией

∑

l
ξl exp(ilϕ).

Кривизна границы выделения для возмущения вида

ξl exp(ilϕ) такова:

K =
1

R
+ (l2 − 1)

ξl

R2
exp(ilϕ), (20)

где 1/R — значение кривизны для выделения невоз-

мущенной круговой формы. Граничное условие, ана-

логичное первому из условий (13), следует записать

на истинной, т. е. возмущенной границе выделения

R(ϕ, t) = R(t) + ξl(t) exp(ilϕ). Это условие имеет вид

DB
∂nB

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R(ϕ,t)

= βB
[

nB − nB∞ exp(ŴB K)
]

r=R(ϕ,t)
. (21)

Решение уравнения диффузии атомов примеси (11),
удовлетворяющее условию (21) на возмущенной грани-

це выделения и условию ψB → 0 при r → ∞, таково:

ψB(ρ, ϕ) = ψBR
K0(ρ)

F0(a)
+

[

ψBR
F1(a)

F0(a)
a

+ (l2 − 1)
ŴB nBR

R

]

Kl(ρ)

Fl(a)

ξl

R
exp(ilϕ). (22)

Здесь ρ ≡ r/LB , a ≡ R/LB , а введенные функции Fl(a)
определяются соотношениями

Fl(a) ≡ Kl(a) +
DB

βBLB

∣

∣K′
l (a)

∣

∣. (23)

Скорость перемещения границы выделения (ее r -я
компонента) имеет вид

Vr =
DBωδ

h
∂ψB

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R(ϕ,t)

. (24)

С другой стороны, очевидно,

Vr =
∂R(ϕ, t)

∂t
= Ṙ(t) + ξ̇l(t) exp(ilϕ). (25)

Приравнивая выражение (24) с найденной функцией

ψB(ρ, ϕ) (формула (22)) и выражение (25), получим

формулу

Ṙ(t) =
DBωδ

hLB

K1(a)

F0(a)
1nBR (26)
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и формулы для инкремента амплитуды ξl(t):

νl ≡
d
dt

ln[ξl(t)] =
ξ̇l

ξl
, (27)

νl =
DBωδ

hLB

[

GBφl(a) − (l2 − 1)
ŴBnBR

R2

|K′
l (a)|

Fl(a)

]

. (28)

Здесь

GB ≡
∂nB

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R

=
1nBR

LB

K1(a)

F0(a)
(29)

— величина градиента плотности атомов примеси на

границе невозмущенного выделения,

φl(a) ≡
F1(a)

K1(a)

|K′
l (a)|

Fl(a)
−

|K′
1(a)|

K1(a)
. (30)

Относительная деформация формы выделения опреде-

ляется отношением ξl/R. Исходя из формул (26)–(29),
запишем выражение для инкремента величины ξl/R:

µl ≡
d
dt

ln

[

ξl(t)
R(t)

]

=
ξ̇l

ξl
−

Ṙ
R
, (31)

µl =
DBωδ

hLB

{

GB

[

φl(a) −
1

a

]

− (l2 − 1)
ŴBnBR

R2

|K′
l (a)|

Fl(a)

}

.

(32)
Запишем и проанализируем соотношения (28) и (32)

для случая выделения достаточно малого радиуса

(R ≪ LB):

νl = (l − 1)
DBωδ

hR
1

1 + lDB/βBR

[

GB − l(l + 1)
ŴBnBR

R2

]

,

(33)

µl =
DBωδ

hR
1

1 + lDB/βB R

{[

l

(

1−
DB

βBR

)

− 2

]

× GB − l(l2 − 1)
ŴBnBR

R2

}

, (34)

GB =
1nBR

K0R + DB/βB
, (35)

где K0 ≡ K0(R/LB). Отметим, что в случае R ≪ LB

K0(R/LB) = −[ln(R/2LB) + γ] + O
[

(R/2LB)2 ln(R/2LB)
]

,

(36)
где γ = 0.5772 . . . — постоянная Эйлера [20].
Как видно из формулы (33), инкремент νl содер-

жит два члена, имеющих разную физическую природу.

Первый член, пропорциональный градиенту плотности

атомов примеси GB , ведет к нарастанию амплитуды гар-

моники ξl(t). Это нарастание связано с тем, что выступ

на границе растущего выделения имеет возможность

„собирать“ больше атомов примеси, чем окружающие

его участки границы, и поэтому может опережать выде-

ление в своем росте. Второй член, пропорциональный

удельной межфазной энергии границы σB (ŴB ∼ σB),
приводит к уменьшению амплитуды ξl(t). Действитель-
но, поскольку у выступов плотности атомов примеси

выше, чем у впадин, существуют потоки атомов примеси

от выступов к впадинам, которые уменьшают амплитуду

искажения, сглаживая (выравнивая) границу. Вопрос же

об устойчивости круговой формы выделения сводится к

тому, какой из двух эффектов окажется сильнее.

Множитель (l − 1) в формуле (33) приводит к тому,

что νl = 0 при l = 1. Это связано с тем, что в линейном

приближении по ξl/R ≪ 1 первая гармоника возмуще-

ния (l = 1) просто приводит к сдвигу окружности (гра-
ницы выделения) на ξ1, не вызывая искажения формы

выделения.

Условие нарастания l-й гармоники νl > 0, следующее

из формулы (33), запишем в виде

GB > l(l + 1)
ŴBnBR

R2
(37)

или с учетом формул (14), (17), (35)

R
R∗

> l(l + 1)

(

K0 +
DB

βBR

)

exp(ŴB/R)

exp(ŴB/R∗) − exp(ŴB/R)

ŴB

R∗

(38)
и будем считать, что R > R∗. Тогда при R → R∗ + 0

правая часть неравенства (38) неограниченно возрастает

за счет стремления знаменателя к +0, в то время как его

левая часть R/R∗ → 1 + 0, т. е. неравенство (38) заведо-

мо не выполняется. Это означает, что при R → R∗ + 0

форма выделения устойчива, а неустойчивость круговой

формы выделения может наступить только на некотором

конечном удалении R от R∗ (R > R∗).
Найдем порог возникновения такой неустойчивости

формы выделения, т. е. пороговый радиус выделения

RC1(l), выше которого ξl(t) нарастает (νl > 0), где l > 1.

Для этого будем приближенно решать следующее урав-

нение:

R
R∗

= l(l + 1)

(

K0 +
DB

βBR

)

exp(ŴB/R)

exp(ŴB/R∗) − exp(ŴB/R)

ŴB

R∗
.

(39)
Уравнение (39) в случае малых пересыщений

1B ≡
n̄B − nB∞

nB∞

≪ 1, (40)

ŴB

R∗
= 1B ≪ 1,

ŴB

R
<
ŴB

R∗
≪ 1 (41)

принимает вид

R
R∗

− 1 = l(l + 1)

(

K0 +
DB

βBR

)

. (42)

В пренебрежении зависимостью K0 от R (см. (36))
уравнение (42) сводится к квадратному относительно R,
а его единственное физическое решение таково:

RC1(l) =
1

2
[l(l + 1)K0 + 1]R∗

+

{

1

4

[

l(l + 1)K0 + 1
]2

+ l(l + 1)
DB

βBR∗

}1/2

R∗.

(43)
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Из формулы (43) видно, что RC1(l) возрастает с ро-

стом l . Тогда неустойчивость круговой формы выделения

по мере его роста впервые наступает на второй гармо-

нике (l = 2). Соответствующий пороговый радиус равен

RC1(2) =

(

3K0 +
1

2

)

R∗ +

[

(

3K0 +
1

2

)2

+
6DB

βBR∗

]1/2

R∗.

(44)
Если рост выделения лимитируется диффузией атомов

примеси (DB/βB → 0), то формулы (43) и (44) принима-
ют вид

RC1(l) = [l(l + 1)K0 + 1]R∗, (45)

RC1(2) = (6K0 + 1)R∗. (46)

Для случая малых пересыщений (40), (41) найдем так-

же пороговый радиус выделения RC2(l), выше которого

нарастает относительная деформация формы выделения

ξl/R (µl > 0). Этот радиус определяется уравнением,

следующим из формул (34), (35),

R
R∗

− 1 =
l(l2 − 1)

l(1− DB/βBR) − 2

(

K0 +
DB

βBR

)

. (47)

В пренебрежении зависимостью K0 от R уравнение (47)
сводится при l > 2 к квадратному относительно R:

(l − 2)R2 −

[

l(l2 − 1)K0R∗ + (l − 2)R∗ + l
DB

βB

]

R

− l(l2 − 2)
DB R∗

βB
= 0. (48)

В случае l = 2 уравнение (48) имеет, очевидно, един-

ственный отрицательный корень, что нефизично. Таким

образом, нарастание относительной деформации формы

выделения ξl/R может наступить, начиная с третьей

гармоники. Действительно, при l ≥ 3 уравнение (48)
имеет единственное физическое решение

RC2(l) = UlR
∗ +

(

U2
l + Vl

)1/2
R∗, (49)

где

Ul ≡ l
(l2 − 1)K0 + DB/βBR∗

2(l − 2)
+

1

2
, (50)

Vl ≡
l(l2 − 2)

l − 2

DB

βBR∗
. (51)

При l = 3 формулы (49)–(51) дают

RC2(3) =

(

12K0 +
1

2
+

3

2

DB

βBR∗

)

R∗

+

[

(

12K0 +
1

2
+

3

2

DB

βBR∗

)2

+ 21
DB

βBR∗

]1/2

R∗. (52)

Поставим теперь вопрос о наиболее быстро растущей

гармонике возмущения круговой формы выделения при

R > RC1(l). В случае lDB/βBR ≪ 1, где l ≫ 1 (развитая

неустойчивость), как можно показать из формул (17),
(33), (35), для номера l∗ наиболее быстро растущей

гармоники и соответствующей длины волны гармоники

λ∗ = 2πR/l∗ имеют место формулы

l∗ =

[

R
exp(ŴB/R∗) − exp(ŴB/R)

3 exp(ŴB/R)ŴBK0

]1/2

, (53)

λ∗ = 2π

[

3 exp(ŴB/R)ŴBK0R
exp(ŴB/R∗) − exp(ŴB/R)

]1/2

. (54)

В случае малых пересыщений (40), (41) формулы (53),
(54) дают

l∗ =

(

R/R∗

3K0

)1/2

∼

(

R
R∗

)1/2

, (55)

λ∗ = 2π
(

3K0RR∗
)1/2

∼
(

RR∗
)1/2

. (56)

Предполагаемое условие l∗ ≫ 1 (l∗ > 10), как сле-

дует из формулы (55), в случае малых пересыщений

достаточно хорошо выполняется при R/R∗ > 1.5 · 103.
Поскольку наиболее быстро растущей гармоникой про-

извольного возмущения формы выделения является гар-

моника с номером l∗, то относительный вклад этой

гармоники в разложении искажения в ряд (19) уве-

личивается. Вследствие этого на боковой поверхности

выделения будет возникать волнообразное искажение с

длиной волны ∼ λ∗.

Заключение

Таким образом, теоретически рассмотрен диффузион-

ный рост двумерного выделения новой фазы, располо-

женного на межзеренной границе конечной толщины δ,

c учетом диффузионных потоков атомов примеси из

глубины зерна к межзеренной границе.

Проведен линейный анализ устойчивости круговой

формы выделения малого радиуса (R ≪ LB) в процессе

его роста (R > R∗) относительно произвольных малых

возмущений его формы
∑

l
ξl exp(ilϕ), ξl ≪ R (форму-

ла (19)) с учетом поверхностной кинетики атомов

примеси на боковой поверхности выделения (граничное
условие (21)). Обсуждаемые далее результаты (если
специально не оговорено иное) получены в случае

малых пересыщений твердого раствора атомов примеси

в межзеренной границе (1B ≪ 1).
Найдены пороговый радиус выделения RC1(l), вы-

ше которого нарастает амплитуда возмущения формы

выделения ξl(t) (формула (43)), и пороговый радиус

RC2(l), выше которого нарастает амплитуда относитель-

ной деформации формы выделения ξl(t)/R(t) (форму-
лы (49)−(51)). Неустойчивость круговой формы выделе-

ния при произвольном значении DB/βB впервые насту-

пает на второй гармонике (l = 2), а соответствующий

пороговый радиус RC1(2) дается формулой (44). Нарас-
тание же относительной деформации формы выделения
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ξl/R начинается на третьей гармонике (l = 3), величина
RC2(3) определяется формулой (52). Как следует из фор-

мул (43) и (49)−(51), возрастание роли поверхностной

кинетики в переносе атомов примеси к выделению (рост
отношения DB/βB) приводит к увеличению пороговых

радиусов RC1(l) и RC2(l).
В случае развитой неустойчивости формы выделения

(неустойчивости на гармониках с номерами l ≫ 1) при

произвольных пересыщениях твердого раствора атомов

примеси в межзеренной границе 1B найдены номер

наиболее быстро растущей гармоники l∗(формула (53))
и соответствующая длина волны гармоники λ∗ (форму-
ла (54)). Предполагается при этом, что lDB/βBR ≪ 1.

В случае малых пересыщений (1B ≪ 1) l∗ и λ∗ пред-

ставлены соответственно формулами (55) и (56).

Автор благодарен В.Е. Сторижко за поддержку тема-

тики данной работы.
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