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Рассмотрена проблема деформации изображений при дифракции на объемных дифракционных решетках,
в частности на решетке, образованной акустической волной в акустооптическом фильтре. Впервые
найдено точное решение без использования приближения малого двулучепреломления. Проанализирован
и проиллюстрирован расчетами характер искажений, вызываемых основными типами акустооптических
фильтров.

Введение

Спектральные приборы на базе акустооптических
(АО) фильтров находят широкое применение в раз-
личных областях науки и техники. Высокая светосила,
высокое пространственное и спектральное разрешение,
возможность модуляции и синтеза передаточной функ-
ции выгодно отличают их от приборов, построенных на
других физических принципах, а быстрая произвольная
спектральная перестройка позволяет строить на их базе
спектрально адаптивные системы [1].

Способность фильтрации пучков, переносящих изоб-
ражения — одно из ключевых свойств АО-фильтров,
поскольку позволяет использовать их для задач одно-
временного анализа пространственных и спектральных
свойств объекта. В сравнении с другими оптическими
фильтрами, обладающими этим свойством (например,
стеклянными светофильтрами), АО-фильтр обеспечива-
ет перестройку в широком спектральном диапазоне
(например, 0.4−0.8μm) с достаточно высоким для таких
компактных устройств разрешением (до 0.1 nm) [2].

В настоящее время АО-фильтры изображений с успе-
хом применяются при биомедицинских исследовани-
ях [3,4], проводимых в том числе методами флуорес-
ценции и рамановской спектроскопии [5], при астрофи-
зических исследованиях других планет и межзвездных
объектов [6], при решении задач поиска и распознавания
наземных объектов [7] и во многих других приложениях.

Известно, что несмотря на нелокальный характер ди-
фракции, обусловленный тем, что дифракция происходит
на объемной (толстой) решетке, АО-фильтры обеспечи-
вают неплохое качество изображения (до 1000 разреши-
мых положений по каждой из координат). Тем не менее
искажения изображения, достигающие 3−5% [8], не поз-
воляют использовать АО-спектрометры изображений в
тех задачах, где необходима высокая точность передачи
изображений, например, для прецизионной фотосъемки
и некоторых других задач при дистанционном зондиро-
вании, в криминалистике, при неразрушающем контроле

материалов. Поэтому важное значение имеют изучение
искажений, вносимых АО-фильтрами, и разработка ме-
тодов их коррекции.

Искажения можно скорректировать до величины по-
рядка 0.5% путем обработки оцифрованных изобра-
жений с использованием данных предварительной ка-
либровки АО фильтра [9]. Однако более точным и
универсальным может быть подход, основанный на ис-
пользовании точных формул, описывающих деформацию
изображения при дифракции в АО-фильтре.

В работе [10] анализ этой проблемы был проведен
в приближении малой величины двулучепреломления
�n/n � 1. Этот анализ показал наличие спектрально
зависимых эффектов смещения, изменения масштаба
по двум осям и нелинейных искажений. Эти эффекты
качественно верно описывают изменения изображения
при передаче через АО-ячейку.

Однако, хотя данное приближение выполняется для
всех кристаллов, используемых в акустооптике (�n/n =
= 0.006 для SiO2 и 0.07 — для TeO2), для прецизионной
коррекции изображений этого приближения не всегда
достаточно. К тому же проведенный в [10] анализ
касался лишь искажений, возникающих в двух главных
направлениях: в направлении оптической оси и пер-
пендикулярном ему, а этого недостаточно для постро-
ения полной картины искажений. Поэтому в настоящей
работе проблема деформации изображения в процессе
дифракции на акустической волне рассмотрена без ис-
пользования указанных приближений и ограничений.

Найдено точное решение задачи, которое описывает
изменение изображения в любой точке изображения.
Характер деформаций, описываемых этим решением,
проанализирован для двух типов дифракции, используе-
мых в АО-фильтрах. Проведено сравнение с приближен-
ным решением [10] и установлено качественное соответ-
ствие и оценены количественные различия. Для одной
из конфигураций выполнен точный расчет искажений
модельного объекта в виде сетки.
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Основные соотношения

Взаимодействия оптических и акустических волн в
кристалле описывается уравнениями синхронизма

ωi −�− ωi = 0,

ki − q − kd = �k ≈ 0, (1)

связывающими частоты и волновые векторы падающей
(ωi , ki) и дифрагированной (ωd, kd) световых волн и
акустической (�, q) волны. Для выполнения условий
синхронизма значение волновой расстройки должно
быть достаточно мало |�k| � 2π/L, где L — длина
области взаимодействия волн.

Будем для определенности считать, что падающая
волна имеет необыкновенную поляризацию „e“, а дифра-
гированная — обыкновенную „о“(рис. 1), и учитывая,
что частота звука � пренебрежимо мала по сравне-
нию с частотой света ωi , запишем второе уравнение
синхронизма (1) в проекциях на оси x , y и z . При
этом, поскольку задача о дифракции света на звуке
носит чисто геометрический характер, сразу перейдем
к безразмерным величинам, разделив эти уравнения на
|kd |. В этом случае уравнения примут вид

ξ(θ1) cos θ1 cos θ2 − η cos γ1 cos γ2

− cosψ1 cosψ2 = χ cos ν1 cos ν2,

ξ(θ1) sin θ1 cos θ2 − η cos γ1 sin γ2

− cosψ1 sinψ2 = χ cos ν1 sin ν2,

ξ(θ1) sin θ1 − η sin γ1 − sinψ1 = χ sin ν1, (2)

где θ, ψ, γ — углы распространения падающей, ди-
фрагированной и акустической волн, причем индекс „1“
определяет угол соответствующего вектора в полярной
плоскости, а индекс „2“ — в азимутальной. Здесь введе-
ны следующие обозначения: параметр, характеризующий
величину двулучепреломления:

ξ(θ1) =
ne(θ1)

no
=

ne√
n2
0 cos

2 θ1 + n2
e sin2 θ1

;

ne = ne(0); no и ne — показатели преломления ма-
териала кристалла для необыкновенно и обыкновенно
поляризованных волн; χ = �k/(kno) — приведенная рас-
стройка, k = 2π/λ, λ — длина волны света в вакууме,
�k , ν1, ν2 — длина и углы ориентации вектора волно-
вой расстройки; η = q/(kno) = λ/(�no) — безразмерный
спектральный параметр, определяющий связь длин волн
света λ и звука �. Следует отметить, что для упро-
щения формул зависимость показателей преломления,
а соответственно и параметра двулучепреломления ξ ,
от длины волны λ не показана в явном виде, но
именно определяет хроматические аберрации, которые
вычислены ниже.

Уравнения (2) позволяют по заданным значениям уг-
лов распространения звука γ и света θ1, θ2 для любой
длины волны звука � и для каждой длины волны света λ
определить направление распространения волны после
дифракции (ψ1, ψ2) и величину волновой расстройки χ

для этого конкретного процесса. Для решения уравне-
ний необходимо задать направление ν вектора волновой
расстройки �k. Без ограничений общности этот вектор
можно ориентировать таким образом, чтобы его длина
была минимальна (обсуждение этого выбора приведено
ниже). Это условие выполняется, если вектор �k рас-
положен по радиусу (рис. 1, b), т. е. ν1 = ψ1 и ν2 = ψ2.
Теперь из системы уравнений (2) можно определить
величины ψ и χ как функции углов γ и θ и спектрального
параметра η:

ψ1 = arctg

{
ξ(θ1) sin θ1 − η sin γ1√

[B −C]2 + BC[1− cos(θ2 − γ2)]

}
,

ψ2 = arctg

[
ξ(θ1) cos θ1 sin θ2 − η cos γ1 sin γ2
ξ(θ1) cos θ1 cos θ2 − η cos γ1 cos γ2

]
, (3a)

где
B = ξ(θ1) cos θ1, C = η cos γ1,

χ =
√

[ξ(θ1) − η]2 + 2Aηξ(θ1) + D cos θ1 cos γ1 − 1,

(3b)
где

A = 1− cos(θ1 − γ1), D = 1− cos(θ2 − γ2).

Выражение (3b), описывающее зависимость волновой
расстройки, позволяет определить величину допустимой
угловой расходимости (угловую апертуру) падающего
светового пучка для заданной схемы АО-фильтра и его
спектральное разрешение.

Из формул (3a) можно найти углы дифракции излуче-
ния, соответствующие направлению максимума дифра-
гированного света. Для этого необходимо вычислить из
уравнения (3b) значение спектрального параметра ηs ,
соответствующее точному выполнению условий синхро-
низма χ = 0,

ηs = ξ(Q1)[(1− A) − D cos θ1 cos γ1]

−
√
ξ2(θ1[A − 1 + D cos θ1 cos γ1)2 − 1] + 1 (4)

и подставить его в выражения (3a). Это дает точную
зависимость ψ1(θ1, θ2) и ψ2(θ1, θ2) при заданных значе-
ниях q, γ1, γ2, λ.

В отличие от ранее полученных формул [10] выра-
жения (3a) описывают дифракцию в общем виде (3D),
а не только в полярной и азимутальной плоскостях.
Они также справедливы для произвольной величины
параметра двулучепреломления ξ .

Еще одно важное замечание следует в отношении
формул (3) и (4). Выбор ориентации вектора волновой
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Рис. 1. Схема акустического взаимодействия: a — принципиальная схема АО-ячейки (пунктиром показан недифрагированный
луч); b — диаграмма волновых векторов в полярной (слева) и азимутальной (справа) плоскостях; z — оптическая ось кристалла;
n0, ne — показатели преломления кристалла.

расстройки �k в настоящей работе был обусловлен
предположением, что область взаимодействия имеет
примерно одинаковые размеры во всех направлениях.
Это предположение вполне соответствует широко ис-
пользуемым неколлинеарным АО-фильтрам на кристал-
ле TeO2, имеющим размеры области взаимодействия
примерно 1× 1× 1 cm. Для коллинеарных фильтров на
кристаллах SiO2, которые представляют собой другой
часто применяемый тип АО-фильтров, параллельность
векторов ki и �k выполняется по определению. И даже
в случае сильной вытянутости области взаимодействия,
когда вектор волновой расстройки логичнее ориентиро-
вать по-другому, на направлении синхронизма это никак
не скажется, так как оно определяется условием нулевой
величины вектора расстройки, при котором ориентация
последнего не имеет значения. В этом случае решение
уравнений (2) можно найти аналогичным образом. Со-
ответственно и в случае, когда падающая волна имеет
обыкновенную поляризацию „o“, а дифрагированная —
необыкновенную „e“, выражения (3) и (4) могут быть
получены аналогично.

На основе полученных выражений (3a) проанализиру-
ем деформации изображения, возникающие в наиболее
интересных с точки зрения практики частных случаях
АО-взаимодействия: коллинеарном и неколлинеарном
широкоугольном. Предварительно запишем все необ-

ходимые для анализа соотношения с использованием
введенных обозначений.

Коллинеарная геометрия

Коллинеарная геометрия дифракции (рис. 2) пред-
полагает коллинеарность падающей световой волны ki

звуковой волне q, т. е. θ1 = γ1 и θ2 = γ2. При этом
обеспечивается бо́льшая длина взаимодействия волн,
ограниченная лишь размерами среды (кристалла) L, что
позволяет достичь более высокого спектрального раз-
решения λ/�λ ≈ L и снизить управляющую мощность
ультразвука P ≈ L2 [11].

При точном выполнении этих условий из выраже-
ний (3) получаются следующие выражения для углов
дифракции и волновой расстройки указанной волны:

ψ0
1 = γ1,

ψ0
2 = γ2, (5a)

χ = ξ(γ1) − η − 1. (5b)

Эти выражения в точности соответствуют виду волно-
вых диаграмм (рис. 2). В наиболее практически важном
случае коллинеарной дифракции вдоль оси x кристалла
SiO2, в формулах (3a) следует положить γ1 = 0, γ2 = 0.
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Рис. 2. Волновая диаграмма коллинеарного АО-взаимодействия в полярной (слева) и азимутальной (справа) плоскостях.

Широкоугольная геометрия

Эта геометрия (рис. 3) находит широкое применение
в тех многочисленных задачах, где необходимо обеспе-
чить большую угловую апертуру АО-фильтра, таких как
получение спектральных изображений и светосильная
спектроскопия [12].

Формальным геометрическим требованием, которое
должно быть соблюдено для реализации широкоуголь-
ной геометрии дифракции в плоскости оптической оси
(θ2 = ψ2 = 0), является требование параллельности ка-
сательных в точках A и B (рис. 3) [13]. Несложно пока-
зать, что для выполнения данного условия необходимо,
чтобы в полярной плоскости углы распространения

Рис. 3. Волновая диаграмма широкоугольного АО-взаимо-
действия.

света θ1 и звука γ1 были связаны соотношением

tg(γ1) = − ξ tg(θ1)√(
ξ4 tg2(θ1) + 1

) (
ξ2 tg2(θ1) + 1

)
+ ξ3 tg2(θ1)

≈ − tg(θ1)
1 + 2 tg2(θ1)

, (6)

где ξ = ξ(0) = ne/no. Второе равенство соответствует
приближению малого двулучепреломления (ξ → 1). Оно
совпадает с формулой, полученной в работе [10].

С учетом этого дифрагированная волна (3a) и волно-
вая расстройка (3b) описываются следующими форму-
лами:

ψ0
1 = arctg

(
ξ(θ1) sin(θ1) − η sin(γ1)
ξ(θ1) cos(θ1) − η cos(γ1)

)
, ψ0

2 = 0, (7a)

χ =
√

[(ξ(θ1) − η)2 + 2ηξ(θ1)(1 − cos(θ1 − γ1))] − 1.
(7b)

Здесь положено θ2 = γ2 = 0, а угол θ1 определяется из
соотношения (6).

Анализ геометрических искажений

Для анализа геометрических искажений на разных
длинах волн λ необходимо сравнить изображения на
входе и выходе системы фильтрации, содержащей АО-
ячейку (рис. 4). Ниже ограничимся только рассмот-
рением искажений, связанных непосредственно с АО-
дифракцией. Другие факторы (влияние поляризаторов,
преломление на гранях АО-ячейки и пр.) могут быть
легко учтены известными методами [14,15].
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Рис. 4. Схема хода лучей в системе спектральной фильтрации изображений на основе АО-фильтра: 1 — исследуемый объект; 2
и 6 — входной и выходной объективы; 3, 5 — поляризаторы; 4 — АО-ячейка; 7 — изображение.

Рис. 5. Объект (справа, сплошные линии) и его рассчитанные спектральные изображения при λ = 0.38, 0.55, 0.78 μm.

Таким образом, необходимо найти для каждой спек-
тральной компоненты λ света отображение входно-
го изображения Ii(�θ1, �θ2) на выходное Id(�ψ1, �ψ2).
Углы �θi = θi − θ0

i и �ψi = ψi − ψ0
i (i = 1, 2) удобно

отсчитывать от углов падения θ0
i и дифракции ψ0

i неко-
торой волны, которую будем называть „центральной“,
поскольку ей соответствуют центральные точки объекта
и его изображения. В качестве „центральной“ в случае
коллинеарной геометрии логично взять падающую вол-
ну, соответствующую условию коллинеарности θ0

i = γi ,
так что после дифракции она распространяется под тем
же углом ψ0

i = γi (5a). Если направление распростране-
ния совпадает с осью симметрии (γi = 0), такой выбор
обеспечит симметричную картину искажений изобра-
жения. В случае неколлинеарной геометрии дифракции
направление распространения „центральной“ падающей
волны можно взять в плоскости оптической оси (θ0

2 = 0)
под углом θ0

i , определяемым из условия (6) углом
распространения звука γ1, заданным в АО-фильтре кон-
структивно. „Центральная“ дифрагированная волна в
этом случае описывается формулами (7a), а картина
искажений должна быть симметрична по �ψ2.

Искомое отображение описывается формулами (3a),
которые для каждой световой волны (θ1, θ2, λ) дают
распространения (ψ1, ψ2) волн направление распро-
странения после дифракции на решетке с заданными
параметрами (γ1, γ2, �). Поскольку угловые апертуры

падающего и дифрагированного пучков малы (2−5◦),
можно представить отображение в виде ряда по ма-
лым отклонениям волн от „центрального“ направления
|�θi | � 1. Ограничиваясь в данном разложении квадра-
тичными членами, запишем разложение в следующем
виде:

�ψi(�θi , �θ2) = �θi + bi1�θ1 + bi2�θ2 + ci11�θ
2
1

+ ci12�θ1�θ2 + ci22�θ
2
2 . (8)

Если бы в этой формуле отсутствовали все члены, кроме
первого, она описывала бы тождественное преобразова-
ние. Таким образом, остальные слагаемые описывают
искажение изображения, а коэффициенты разложения
имеют следующий физический смысл: bi j — относитель-
ное (линейное) изменение масштаба изображения и его
поворот (b12, b21), ci jk — нелинейные (квадратичные)
искажения. А спектральная зависимость всех коэффици-
ентов через ξ описывает хроматизм искажений.

Расчет этих коэффициентов путем разложения выра-
жений (3a) при значении ηs , соответствующем условию
точного синхронизма (4), был проведен для коллинеар-
ной и широкоугольной геометрии АО-взаимодействия.
Конкретные параметры расчета представлены в таблице
и соответствуют наиболее распространенным на прак-
тике типам АО-фильтров. Значения вычисленных коэф-
фициентов по знаку и величине хорошо согласуются со
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значениями, полученными в работе [10] в приближении
малого двулучепреломления. Различия между рассчитан-
ными коэффициентами и полученными в приближении
малости двулучепреломления не превышают 0.5�n/n.
Однако в отличие от работы [10] впервые вычислены
величины перекрестных членов b12, b21 и ci12, необходи-
мых для описания всего поля деформаций.

Моделирование искажений с помощью вычисленных
коэффициентов хорошо согласуется с ранее наблю-
давшимися на практике эффектами [8,10]. На рис. 5
показаны наложенные изображения эталонного объекта
в виде сетки при трех длинах волн из разных частей
видимого диапазона: 0.38, 0.55, 0.78μm. В качестве
фильтра рассматривалась АО-ячейка из TeO2 с ши-
рокоугольной экстремальной (θ1 = 32.6◦) геометрией.
Объективы 1 и 2 (рис. 4) предполагались идентичными,
т. е. в отсутствие АО-ячейки увеличение изображения
равно единице. Максимальные углы отклонения падаю-
щего излучения, соответствующие краям изображения,
полагались равными �θ1 = �θ2 = 5◦.

Несовпадение изображений с объектом (т. е. отли-
чие увеличения от единицы) показывает наличие гео-
метрических монохроматических аберраций, описывае-
мых главным образом коэффициентами b. Спектраль-
ные ореолы демонстрируют присутствие хроматических
аберраций. Их асимметрия, более заметная на перифе-
рии изображения, свидетельствует о влиянии перекрест-
ных членов c112 и c212.

Заключение

В работе исследована задача передачи изображения,
переносимого световым пучком, при дифракции послед-
него на акустической волне в кристалле. Впервые полу-
чено общее аналитическое решение (3), описывающее
зависимость углов дифракции ψi и величины волновой
расстройки η от углов падения θi и других параметров
кристалла и ультразвуковой волны. В отличие от ранее
полученных формул представленное решение описывает
дифракцию в общем виде (3D), а не только в плоскости
оптической оси, и оно справедливо для произвольной
величины параметра двулучепреломления ξ . Рассмот-
рены наиболее интересные с точки зрения практики
частные случаи: коллинеарная и широкоугольная гео-
метрии дифракции. Полученные выражения позволяют
вычислять искажения изображения при АО-фильтрации
и анализировать их причины, что в свою очередь
дает возможность оптимизировать характеристики АО-
фильтров изображений.

Установлено, что в ходе дифракции имеют место сле-
дующие эффекты: сдвиг, изменение масштаба и нелиней-
ные искажения изображения. Причем все эти эффекты
носят спектрально зависимый характер, и изменение
значений коэффициентов искажений может достигать
30% в диапазоне от 0.4 до 4μm (для TeO2).
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Для компенсации выявленных искажений можно пред-
ложить следующие методы:

1) использование специальных оптических элемен-
тов — корректоров [16];

2) выбор оптимальной с точки зрения передачи изоб-
ражения в заданных условиях геометрии АО-ячейки.

Реализация обоих методов может основываться на
полученных в данной работе соотношениях, которые
позволяют оценить величину и характер искажений, что
важно для первого метода, а также оценить влияние
параметров АО-фильтра на величину и характер иска-
жений, что принципиально для второго.
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