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Показано, что предложенный ранее для макроструктур локализационный критерий фазового перехода
кристалл−жидкость справедлив и для нанокристаллов. Изучено изменение параметров активационных
процессов (образование вакансий и самодиффузия) при уменьшении размера нанокристалла. Показано,
что в области низких температур нанокристалл имеет более совершенную решетку, чем макрокристалл,
а при высоких температурах нанокристалл заметнее активирован более подвижными вакансиями, чем
макрокристалл.

Введение

Основной проблемой теории фазового перехода (ФП)
кристалл−жидкость (или кристалл−газ) является во-
прос о критерии, определяющем этот переход. И хотя
критериев ФП было предложено много [1,2], природа
ФП кристалл−жидкость не ясна до сих пор. В ра-
ботах [1,2] был предложен локализационный критерий
фазового перехода кристалл−жидкость (ФП К−Ж), со-
гласно которому ФП К−Ж в макрокристалле (т. е. при
числе атомов N = ∞) начинается, когда доля делокали-
зованных атомов (Nd) достигнет определенной величины
от общего числа атомов в системе:

xd(S−L) = Nd(S−L)N ≈ 10−2.

Здесь S−L означает, что величина относится к об-
ласти перехода твердое (S)−жидкое (L). Возникает во-
прос: справедлив ли данный локализационный критерий
ФП К−Ж для нанокристаллов? В настоящей работе
предложен один из вариантов ответа на этот вопрос.

Локализационный критерий фазового
перехода кристалл−жидкость

Как было показано в работах [1,2] доля атомов,
перешедших из локализованного состояния (когда атом
совершает колебания в ячейке, образованной ближай-
шим окружением) в делокализованное состояние (где
атом имеет кинетическую энергию выше некоторо-
го порогового значения Ed), описывается неполной

гамма-функцией следующего вида:

xd(Yd) =
N(Yd)

N
=

2
π1/2

∞∫
Yd

t1/2 exp(−t)dt

= 2

(
Yd

π

)1/2

exp(−Yd) + 1− erf(Y 1/2d ). (1)

При выводе данной функциональной зависимости xd(Yd)
предполагалось, что делокализованные атомы подчи-
няются распределению Максвелла−Больцмана. Здесь
erf(X) — интеграл вероятностей, Yd = Ed/kBT , kB —
постоянная Больцмана, T — температура, Ed — энергия
делокализации атома, которая для модели кристалла
Эйнштейна имеет вид

Ed(T, c) =
(

27

128π2k2/3p

)
m f w(y)

(
ckB�

�

)2

, (2)

где � — температура Дебая, c = (6k p/πρ)1/3 — рассто-
яние между центрами ближайших атомов, ρ = N/V —
плотность числа атомов, V и N — объем и число атомов
в системе, kρ — коэффициент упаковки структуры, � —
постоянная Планка, m — масса атома,

f w(y) =
2[1− exp(−y)]
y [1+ exp(−y)]

, y =
2�
4T

. (3)

Используя критерий плавления Линдеманна [3–7], для
температуры плавления кристалла Эйнштейна Tm можно
получить выражение:

kBTm =
(
3
16

)
X2
Lm f w(y)

(
ckB�

�

)2

, (4)

где параметр Линдеманна равен [3–7]: XL = 0.1−0.15.
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Из формул (2) и (4) легко получить соотношение,
справедливое при любом значении f w(y), т. е. для любой
величины отношения Tm/�:

Ed(Tm)
kBTm

=
18

(4XLπk1/3p )2
. (5)

Из (5) легко понять, что если XL = const, то
как отношение Ed(Tm)/kBTm = Yd(Tm), так и величина
xd

(
S-L) = xd(Yd(Tm)

)
будут постоянны для веществ с

одинаковой структурой при любом значении отноше-
ния Tm/�.

Обобщение локализационного критерия
на наносистемы

Из соотношения (5) также следует, что если параметр
Линдеманна XL не меняется с размером нанокристалла,
то и значения Yd(Tm) и xd(S−L) не изменяются при
уменьшении размера. Но постоянна ли величина XL при
уменьшении размера нанокристалла?
Исходя из результатов работ [3–7] следует, что кри-

терий Линдеманна хорошо выполняется для нанокри-
сталлов, поскольку это критерий локально микроскопи-
ческий. Это заключение, примененное к формулам (1)
и (5), позволяет утверждать справедливость локализа-
ционного критерия ФП К−Ж также для наноструктур,
независимо от величины поверхностного давления (ко-
торое для нанокристалла может быть довольно значи-
тельным [8–10]), поскольку, как было показано в [3],
параметр Линдеманна от давления не зависит.
Во многих работах (см. обзор [1]) используется

вакансионный критерий ФП К−Ж, согласно которому
ФП К−Ж в макрокристалле начинается, когда доля
вакансий достигнет определенной величины, которая
почти постоянна для различных веществ. Как показа-
но в [1], вакансионный и локализационный критерии
ФП К−Ж взаимосвязаны, так как энергия делокализа-
ции и энергия образования вакансии EV в кристалле
связаны соотношением [11]:

Ed =
(

3kn

2π2k2/3p

)
EV, (6)

где kn — первое координационное число.
Для ответа на поставленный во Введении вопрос

используем модель нанокристалла в виде прямоуголь-
ного параллелепипеда с варьируемой формой поверх-
ности [8–10]. В данной модели усредненное (по всем
атомам нанокристалла) первое координационное число
kn(N, f ) определяется как размером (числом атомов N),
так и параметром формы f нанокристалла. Учтя это в
соотношении (6), из (5) имеем:

EV(Tm)
kBTm

=
3

[4X2
Lkn(N, f )]

.

Таким образом, вакансионный критерий ФП К−Ж не
сохраняется при переходе к нанокристаллам. При плав-
лении нанокристалла концентрация вакансий в нем тем

ниже, чем меньше значение „размерного аргумента“:
k∗

n = kn(N, f )/kn(N = ∞). Это легко понять исходя из
результатов машинного моделирования ФП К−Ж [7]:
кластер из 13 атомов сохраняет свою структуру (т. е.
не содержит вакансий) при переходе из твердоподоб-
ного (solid-like) в жидкоподобное (liquid-like) состояние.
Согласно [7], разница между этими состояниями обу-
словлена изменением в величине среднеквадратичных
отклонений в структуре, что согласно (1), неизбежно
ведет и к изменению доли делокализованных атомов в
жидкоподобном состоянии.
Из рассмотрения критериев плавления возникает во-

прос: а как вообще изменяется энергия активационного
процесса с уменьшением размера нанокристалла?

Изменение энергии активационного
процесса с размером наносистемы

Вопрос об изменении параметров активационных про-
цессов (образование вакансий и самодиффузия) при
уменьшении размера нанокристалла является наименее
изученным как экспериментально, так и теоретически.
Изучение плоской поверхности макрокристаллов раз-
личных веществ показывает, что в поверхностном слое
(2−4 атомных слоя) наблюдается заметное уменьшение
энергии активационных процессов [12–14]. Исходя из
этих результатов легко сделать вывод о поведении
нанокристалла: так как с уменьшением размера роль
поверхности будет расти пропорционально отношению
площади поверхности к объему �/V , то при радиусе
ниже 2−4 атомных слоя нанокристалл должен быть весь
активирован подвижными вакансиями. Но эксперимен-
тальное изучение образования и роста нанокристаллов
показывает, что плотность вакансий в них не больше,
чем в объеме макрокристалла, и нанокристаллы имеют
устойчивую кристаллическую структуру [3,15–17]. Воз-
никает вопрос — почему нанокристалл не активирован
вакансиями так, как это наблюдается в поверхностном
слое макрокристалла?
Для ответа на этот вопрос необходимо учесть наличие

поверхностного давления, которое для нанокристалла
может быть как положительным (сжимающим), так и
отрицательным (растягивающим) [8–10]. Именно этим
поверхностное давление в нанокристалле отличается
от поверхностного давления в жидкости (давления
Лапласа), которое для нанокапли радиусом r может
быть только сжимающим: Pls = 2σ/r , где σ — поверх-
ностная энергия или поверхностное натяжение жидкой
фазы.
Впервые влияние сжимающего поверхностного давле-

ния на энергию образования вакансий в нанокристалле
было теоретически изучено в работах [18,19]. В этих
работах было указано, что трудности теоретического
изучения вакансий в нанокристаллах связаны с тем,
что „избыточное (лапласово) давление „выталкивает“
вакансии из малых частиц, но в то же время избыточная
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(поверхностная) энергия уменьшает энергию образова-
ния вакансий, что должно приводить к увеличению их
концентрации, причем величины обоих эффектов одного
порядка“ [19]. Для сферического нанокристалла радиу-
сом r (где „давелние Лапласа“ равно 2σ/r) зависимость
концентрации вакансий от размера имеет вид:

φ(r)∗ =
φ(r)
φ(∞)

≈ exp

[
−2σ (vV − 0.5va)

rkbT

]
, (7)

где va и vV — объем атома и объем образования
вакансии в нанокристалле.
Из выражения (7) видно, что если выполняется нера-

венство vV > 0.5va, то преобладает первый фактор и
при уменьшении размера нанокристалла концентрация
вакансий в нем становится меньше, чем в макрокристал-
ле: φ(r) < φ(∞). Если выполняется условие vV < 0.5va,
то диспергирование приводит к росту концентрации ва-
кансий: φ(r) > φ(∞). В работах [18,19] было отмечено,
что для ван-дер-ваальсовых кристаллов, где выполняется
условие vV ≈ va, при диспергировании концентрация ва-
кансий должна уменьшаться. Для металлов vV ≈ 0.5va,
поэтому при уменьшении их размера концентрация
вакансий в них изменяться не должна.
Однако при получении этих выводов в работах [18,19]

не учитывалась зависимость объема образования ва-
кансии от температуры и размера нанокристалла. Ис-
пользовались значения vV/va, которые были оценены в
экспериментах с макрокристаллами при высокой тем-
пературе. Между тем величина vV/va очень сильно
зависит от температуры [11], изменяясь от vV/va = 0
при T = 0 до вышеуказанных значений при T � �.
Кроме того, формула (7) неприменима ни при T = 0,
ни при Pls < 0, т. е. при размерном растяжении.
Используем для изучения размерной зависимости

энергии активационных процессов модель нанокристал-
ла в виде прямоугольного параллелепипеда с варьиру-
емой формой поверхности [8–10]. Тогда для „не кван-
товых“ кристаллов (т. е. при малой энергии „нулевых
колебаний“ по сравнению с энергией межатомной связи)
можно получить:

[
�(N, f )
�(∞)

c(N, f )
c(∞)

]2
= [�∗(N, f )c∗(N, f )]2

∼=
k∗

n(N, f )
[c∗(N, f )]2(3γ−1)

, (8)

где

�∗(N, f ) =
�(N, f )

�(N = ∞)
и c∗(N, f ) =

c(N, f )
c(N = ∞)

— относительные средние (по всему нанокристаллу)
значения температуры Дебая и расстояния между цен-
трами ближайших атомов, γ — параметр Грюнайзена,
который почти не зависит от размеров нанокристаллов.

В рамках данной модели из формул (2), (6) и (8)
можно получить следующие выражения:

E∗
V(N, f ) =

EV(N, f )
EV(∞)

=
[�∗(N, f )c∗(N, f )]2 f ∗

w(y)
k∗

n(N, f )

∼=
f ∗
w(y)

[c∗(k∗
n)]2(3γ−1)

,

E∗
d (N, f ) =

Ed(N, f )
Ed(∞)

= [�∗(N, f )c∗(N, f )]2 f ∗
w(y)

∼=
k∗

n f ∗
w(y)

[c∗(k∗
n)]2(3γ−1)

. (9)

Поскольку функция kn(N, f ) уменьшается как при
„изоморфном“ (т. е. при f = const) уменьшении размера,
так и при „изомерном“ (т. е. при N = const) отклонении
формы нанокристалла от кубической, то при уменьше-
нии „размерного аргумента“ k∗

n и при c∗(k∗
n) = 1 зна-

чение E∗
d уменьшается более существенно, чем E∗

V. Это
обусловлено тем, что с ростом доли „поверхностных“
атомов при уменьшении k∗

n средняя скорость движения
атомов в нанокристалле возрастает, что и приводит, со-
гласно (9), к уменьшению E∗

d . Вероятность образования
вакансии была определна как среднее арифметическое
из вероятностей покинуть атомом ячейку (образованную
ближайшим окружением) в каком-либо из (kn/2) ради-
альных направлений при N = const [11]. При уменьше-
нии размера (или размерного аргумента k∗

n(N, F)) доля
поверхностных атомов растет, что должно приводить к
облегчению ухода атомов из нанокристалла и к умень-
шению значения E∗

V. Но условие постоянства числа
атомов (ибо система замкнута) и формы нанокристалла
приводит к равенству потоков атомов из нанокристалла
и обратно, т. е. условие замкнутости рассматриваемой
наносистемы (N = const) приводит к тому, что сколько
атомов вылетает из поверхности нанокристалла, столько
же должно влететь обратно на их место из паровой
фазы, так, чтобы число N не могло самопроизвольно
изменяться. Число N может меняться только как ар-
гумент задачи. Поэтому значение E∗

V не изменяется с
уменьшением размерного аргумента k∗

n в формуле (9)
при условии

f ∗
w(y)

[c∗(k∗
n )]2(3γ−1)

= 1,

т. е. если нет размерного сжатия либо растяжения на-
нокристалла. Если функция c∗(k∗

n) изменяется с k∗
n , т. е.

если есть размерное изменение межатомного расстоя-
ния, то для учета влияния функции f ∗

w(y) на размер
нанокристалла рассмотрим отдельно случай низких и
высоких температур.

Влияние поверхностного давления
на энергию активационного процесса

Как указано в работах [8,9], на поверхности нанокри-
сталла имеются две конкурирующие силы.
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1) Результирующая составляющая сил притяжения
поверхностного атома со стороны окружающих его
соседних атомов. Эта сила (максимальная для атомов
на ребрах и особенно в вершинах параллелепипеда)
стремится втянуть поверхностный атом внутрь нанокри-
сталла. Эта сила сжимает нанокристалл тем сильнее,
чем меньше значение „размерного аргумента“ k∗

n .
2) Сила, возникающая из-за колебаний атомов („ну-

левых“ при T = 0 либо „тепловых“ при T > 0). Эта
сила стремится вытолкнуть поверхностный атом из
нанокристалла, и именно она растягивает нанокристалл.
Причем энергия и давление, обусловленные колебания-
ми атомов, растут с темпераутрой.
При низких температурах для „неквантовых“ кристал-

лов преобладает первая сила. Но по мере увеличения
температуры возрастает вторая сила, причем давление,
связанное с колебаниями, повышается тем заметнее,
чем меньше значения „размерного аргумента“ k∗

n . Это
приводит к тому, что при определенной „температуре
инверсии“ Ti размерная зависимость первой и второй
силы компенсирует друг друга. А при „температуре
нулевого поверхностного давления“ T0(k∗

n) ≥ Ti эти две
силы уравновешивают друг друга.
При низких температурах (0 ≤ T < 0.3�) функция

f w(y) имеет линейную зависимость от температу-
ры: f w(y) ≈ 8T/3�, т. е. f ∗

w(y) ≈ [�∗(N, f )]−1. Поэтому
здесь имеем зависимости:

E∗
V(T < 0.3�) ∼=

1
[k∗

n(N, f )]1/2[c∗(k∗
n)]3γ−2

,

E∗
d (T < 0.3�) ∼=

[k∗
n(N, f )]1/2

[c∗(k∗
n)]3γ−2

. (10)

В области низких температур, где T < Ti , нанокри-
сталл сжат поверхностным давлением тем большим, чем
меньше значение размерного аргумента k∗

n , т. е. c∗ < 1.
Поэтому здесь функция E∗

V возрастает с уменьшением
k∗

n , т. е. как при „изоморфном“ (при f = const) умень-
шении размера, так и при „изомерном“ (при N = const)
отклонении формы нанокристалла от кубической. Таким
образом, в области низких температур E∗

V > 1, т. е. здесь
нанокристаллы имеют более совершенную решетку, чем
макрокристалл. Что касается размерной зависимости
функции E∗

d , то здесь уменьшение „размерного аргумен-
та“ k∗

n может компенсироваться уменьшением значения
c∗(k∗

n), а может и преобладать: все зависит от конкрет-
ного вещества. Но ясно, что при T < Ti функция E∗

d
будет иметь размерную зависимость менее заметную,
чем функция E∗

V из (10).
При высоких температурах (T > 1.5�) выполняется:

f w(y) ≈ 1, и здесь функции EV и Ed , согласно (9), имеют
следующие размерные зависимости:

E∗
V(T > 1.5�) ≈ 1

[c∗(k∗
n)]2(3γ−1)

,

E∗
d (T > 1.5�) ≈ k∗

n(N, f )
[c∗(k∗

n)]2(3γ−1)
. (11)

В области высоких температур: T0(k∗
n) < T ≤ Tm(k∗

n),
т. е. когда температура больше T0(k∗

n) — „температуры
нулевого поверхностного давления“ [8–10], нанокри-
сталл растянут поверхностным давлением тем больше,
чем меньше значение „размерного аргумента“ k∗

n , т. е.
здесь: c∗ > 1. Это приводит к уменьшению функций
E∗
V(k∗

n) и E∗
d (k∗

n) с уменьшением размерного аргумен-
та. При этом если размерная зависимость функции
E∗
V(k∗

n) обусловлена только размерным растяжением,
то функция E∗

d имеет размерную зависимость более
заметную, чем функция E∗

V, ибо здесь играет роль
усиление подвижности за счет роста поверхностных
атомов. Таким образом, при высоких температурах на-
нокристалл заметнее активирован более подвижными
вакансиями, чем макрокристалл, что и делает нанокри-
сталл нестабильным. Но (в соответствии с (5) функции:
Ed(Tm)/kbTm = Yd(Tm) и xd(S−L) = xd(Yd(Tm)), будут по-
стоянным для веществ с одинаковой структурой при
любом значении размерного аргумента k∗

n и отношения
Tm(k∗

n)/�(k∗
n).

В промежуточной области значений температуры:
Ti < T < T0(k∗

n), где влияние поверхностного давления
мало (т. е. c∗ ≈ 1) значение E∗

V и концентрация вакан-
сий почти не зависит от размерного аргумента k∗

n , но
энергия делокализации (в соответствии с (9)) имеет
размерную зависимость вида: E∗

d ≈ k∗
n(N, f ), т. е. энергия

делокализации атомов уменьшается при уменьшении
„размерного аргумента“ k∗

n : либо при изоморфном (т. е.
при f = const) уменьшении размера N, либо при изо-
мерном (т. е. при N = const) отклонении формы нано-
кристалла от кубической (т. е. при отклонении параметра
формы f от единицы).

Заключение

1. Показано, что предложенный ранее в [1] для макро-
структур локализационный критерий фазового перехода
кристалл−жидкость, справедлив и для нанокристалла:
ФП К−Ж начинается, когда доля делокализованных ато-
мов достигнет определенной величины: xd(S−L) ∼= 10−2.
2. Размерное изменение энергии активационных про-

цессов (образование вакансий и самодиффизия) опреде-
ляется как размерным аргументом k∗

n(N, f ) (т. е. либо
изоморфным уменьшением размера, либо изомерным
отклонением формы нанокристалла от кубической), так
и поверхностным давлением. Как следует из (10) и (11),
поверхностное давление может как ослаблять, так и уси-
ливать размерные зависимости энергии активационных
процессов.
3. В области низких температур нанокристаллы имеют

более идеальную решетку, чем макрокристалл, что обу-
словлено как размерным сжатием, так и уменьшением
энергии „нулевых колебаний“ из-за уменьшения темпе-
ратуры Дебая. При высоких температурах нанокристалл
заметнее активирован более подвижными вакансиями,
чем макрокристалл, что и делает нанокристалл неста-
бильным. Уменьшение функции E∗

d при уменьшении раз-
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мерного аргумента k∗
n(N, f ) обусловлено ростом доли

поверхностных атомов.
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